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Danke
Vielen Dank allen Firmen und 
Unternehmen, die mit Patenschafts-
abonnements in die Zukunft investieren:

Frei und autonom
Roboter faszinieren. Kein Wunder, mühelos 
bewegen sie ganze Karosserien, setzen prä-
zise Schweißnähte oder greifen unendlich 
oft nach Werkstücken. Wie sehr das Men-
schen fasziniert, konnte ich auf der Hanno-
ver Messe erleben. Aber da gab es nicht nur 
die oben beschriebenen Roboter, die alle aus 
Sicherheitsgründen hinter Absperrungen 
standen, sondern auch Roboter ohne Zäu-
ne, also freie Roboter. Sie standen direkt 
neben den Menschen und arbeiteten mit ih-
nen zusammen: Die Präzision und Ausdauer 
des Roboters kombiniert mit der Flexibilität 
des Menschen führt zu völlig neuen Arbeits-
plätzen. Voraussetzung hierfür ist, dass der 
Roboter auf unvorhersehbare Bewegungen 
des Menschen reagieren kann. Regelungs-
technisch ist das eine Herausforderung. Der 
Roboter muss den Menschen als Hindernis 
seiner Bewegung „sehen“ oder „erspüren“ 
und dann so reagieren, dass der Mensch 
nicht zu Schaden kommt. An manchen 
Roboterarmen, die so scheinbar natürliche 
Reaktionen bei Berührung zeigen, haben 
Forscher jahrelang geforscht und entwickelt.

Ein anderer Roboterarm, vor dem ich stau-
nend stehen blieb, vollführte ständig ande-
re komplexe Bewegungen. Er nahm einen 
Infozettel und gab ihn einem Besucher, 
er schenkte aus einer Flasche ein oder gab 
einem Zuschauer die Hand. Gesteuert wur-
de der Roboterarm von einem Menschen, 
der eine Jacke voller Sensoren trug. Diese 
nahmen die Bewegung des menschlichen 
Arms auf und übertrugen sie auf den Ro-
boterarm. Auch hier geht es wieder um die 
Zusammenarbeit zwischen Mensch und Ro-
boter: Der Roboter lernt mühelos komplexe 
Bewegungen, deren Programmierung im-
mensen Aufwand kosten würde. Und dann 
lief ich bei meinem Messerundgang einem 
Roboter über den Weg, den ich eigentlich 
nicht so richtig wahrnahm. Er war etwa ei-
nen Kopf kleiner als ich, hatte irgendwie ein 

freundliches Gesicht und trug einen kleinen 
Kasten mit Infobroschüren. Er stieß mit 
niemandem zusammen und suchte sich im 
Umfeld seines Standes völlig selbstständig 
seinen Weg zwischen den Menschen. Ich 
war einem autonomen System begegnet. 
Das Wort Roboter passt hier nun wirklich 
nicht mehr, denn Roboter sind gemäß ihrer 
Definition ein programmierbares Mehr-
zweck-Handhabungsgerät. Aber autonome 
Systeme haben viel größere Aufgaben: Sie 
erhalten einen bestimmten Auftrag. Um 
diesen zu erfüllen, haben sie Entscheidungs-
freiheiten. Sie müssen fähig sein, aufgrund 
ihrer Wahrnehmung der Umgebung, den 
Weg zum Ziel zu finden und dort unter den 
vorgefundenen Umständen ihre Aufgabe er-
füllen. Die Japaner haben für Systeme, die 
sich so natürlich verhalten, das Konzept des 
„verschwindenden Roboters“ geprägt. Prof. 
Roland Siegwart von der ETH Zürich fin-
det dies sehr passend, „denn irgendwann 
werden wir von Robotern umgeben sein, 
ohne dass es uns bewusst ist, dass es Robo-
ter sind….. Autonome Autos sind das beste 
Beispiel dafür.“

Leider hat sich nicht ergeben, dass sich ei-
ner der Jugend forscht Artikel mit Robotern 
oder autonomen Systemen beschäftigt. 
Stattdessen greifen die Geschwister Braband 
ein ganz aktuelles Problem auf: Ab Seite 16 
können Sie nachlesen, mit welcher Stra-
tegie Sie Ihr EM Sammelalbum möglichst 
günstig füllen können. Und immer aktu-
ell ist das außergewöhnliche Verhalten des 
Wassers, das mit trickreichen Versuchen ab  
Seite 58 untersucht wurde. 

Viel Spaß beim Lesen wünscht 

Dr. Sabine Walter,
Mitherausgeberin und Chefredakteurin der 

Jungen Wissenschaft

Editorial

Prof. Dr. Wilfried Kuhn, 
Villmar/Gießen
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Wissenschaftsjahr:  
Der Pinguin stand Pate

Technisches Equipment unterstützt 
auch die Meeresforschung: Im Wissen-
schaftsjahr geht es um den Schutz, 
aber auch um die Faszination der 
Meere und Ozeane. Dafür sorgte ROV 
Kiel 6.000. Ein für den Einsatz in der 
Tiefsee konzipiertes Unterwasser-
vehikel, das zum Wissenschaftsjahr-
Start seine knallgelb leuchtenden 
Greifarme zur Abwechslung mal in 
den Berliner Himmel reckte.

Entscheidungsfreiheit für Roboter

Neues aus der Automatisierungstechnik: In einem Siemens-Labor in 
München lernen Fertigungsroboter, Aufgaben eigenständig zu erfül-
len. Das hohe Flexibilitätspotenzial der Roboter veranlasst Siemens-
Forscher zusammen mit einem Team der Technischen Universität 
München (TUM), einen der wahrscheinlich wichtigsten Zukunftstrends 
in der Fertigung zu untersuchen.
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On the run charging solar 
vehicle 
 
India is a country where the sun is shining a lot. 
There it makes sense to construct a solar vehicle 
which is charging its batteries on the run.

Autor: Masna Naren Vikram Raj

46

Der Dreh mit dem Licht
 
Lichtfasern werden heute bereits vielfältig zur Da-
tenübertragung genutzt. Ein Ansatz zur Steigerung 
der Datenrate könnte in der Nutzung der Polarisati-
on des Lichtes liegen.

Autoren: Max Bräuer
	 Konstantin Schwark
	 Maurice Zeuner

26

Mathematisches Billard
 
Billard fasziniert auch Mathematiker. Doch sie 
denken über die Kugelbahnen nicht nur im Recht-
eck nach, sondern in regelmäßigen Polygonen in 
der Ebene und im Würfel. 

Autor: Constantin Kogler

36

Der Mpemba-Effekt und seine 
Ursache 
 
Wie gefriert Wasser? Und spielt tatsächlich die 
Temperatur eine Rolle, die das Wasser hatte, 
bevor es auf 0°C abgekühlt wurde? Systematische 
Untersuchungen sollen dies klären.

Autor: David Theidel 
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Nicht mehr über Sammelbilder 
ärgern!
 
Sammelalben üben eine große Faszination aus - 
nicht nur auf Sammler, sondern auch auf mathema-
tisch Interessierte: Überlegungen und Simulationen 
führen zu einer optimalen Sammelstrategie. 

Autoren: Niklas Braband
	 Sonja Braband
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Robotik

Fliegende Roboter inspizieren und warten Roboter
Ein Greifarm-System an einem autonomen Hubschrauber ersetzt die menschliche Hand

Mobile Inspektionsroboter kriechen mit 
Magneträdern über Pipelines und er-
mitteln mit speziellen Sensoren kritische 
Stellen: Was wie Zukunftsmusik klingt, 
ist längst Realität. Doch sobald diese 
Roboter gewartet und inspiziert werden 
müssen, führte bisher kein Weg am Men-
schen vorbei. Wissenschaftlern des Deut-
schen Zentrums für Luft- und Raumfahrt 
(DLR) ist es nun im EU-Projekt ARCAS 
(Aerial Robotics Cooperative Assembly 
System) erstmals gelungen, einen indus-
triellen robotischen Greifarm mit sieben 
Freiheitsgraden in ein autonom fliegendes 
Hubschrauber-System zu integrieren. Da-
mit ist es ohne Gefahr möglich, die Robo-
ter auf den Pipelines zu inspizieren und zu 
warten. Ähnliche Systeme könnten auch 
zur Wartung von Satelliten oder sogar zum 
Aufbau von Habitaten auf anderen Pla-
neten eingesetzt werden.

Der Mensch möchte schon lange intelli-
gente Werkzeuge zur Inspektion von Pipe-
lines und Industrie-Anlagen einsetzen. Der 
Grund ist einfach: Um an schwer erreich-
bare Stellen zu gelangen, müssen Gerüste 
aufgebaut werden – das ist aufwändig, teu-
er und extrem gefährlich. Deshalb über-
nehmen mehr und mehr Roboter diese 
Aufgaben. Hier setzen die Wissenschaftler 
des DLR Instituts für Robotik und Me-
chatronik aus Oberpfaffenhofen an. Die 
Vision: Mit dem Greifarm-System am 
autonomen Hubschrauber soll in schwer 
erreichbaren oder gefährlichen Stellen die 
menschliche Hand ersetzt werden. Um die 
gewünschte Position zu erreichen, navi-

giert das System autonom mit GPS. Dort 
angekommen, wechselt es auf ein präzises 
Bildverarbeitungssystem, das auf mehreren 
eingebauten Kameras basiert. So kann der 
Inspektionsroboter genau geortet und der 
Greifarm präzise am Objekt platziert wer-
den. Bei dem aktuellen Entwicklungsstand 
des Systems ist es möglich, den magneti-
schen Wartungsroboter bis auf einen Zen-
timeter genau zu greifen. Einmal vom Arm 
ergriffen, kann der Hubschrauber den 
Wartungsroboter autonom an eine sichere 
Stelle transportieren oder in der Zukunft 
auch über ihm schwebend direkt vor Ort 
reparieren.

In jedem der sieben Gelenke des Arms 
sind zudem "Kraft-Momenten-Sensoren“ 
eingebaut. Sie sorgen dafür, dass der robo-
tische Arm selbständig zurückgeht, wenn 
Gegenstände in der Umgebung ungewollt 
berührt werden. Dabei können Objek-
te mit einer Masse von bis zu acht Kilo-

gramm gegriffen werden. Die entwickelten 
Algorithmen verbinden die Steuerung des 
robotischen Greifarms mit der Steuerung 
des Hubschraubers, um den gegenseitigen 
Einfluss zu minimieren. Das sichert die 
Stabilität des Gesamtsystems und die hohe 
Präzision des Greifens.

Das System kann aber nicht nur für die 
Reparatur von Wartungsrobotern einge-
setzt werden. Die Möglichkeiten zur An-
wendung sind so vielseitig wie spannend: 
Mehrere Greifarme könnten von einer 
oder von mehreren mobilen Plattformen 
aus defekte Satelliten reparieren, auf der 
ISS neue Module installieren oder beim 
Aufbau eines Mondhabitats helfen. Nach 
Meinung der DLR-Wissenschaftler sind 
die mathematischen und technologischen 
Fragestellungen in diesen Anwendungs-
fällen sehr ähnlich – die neue Technologie 
ist erst der Beginn völlig neuer Möglich-
keiten.

Ein Hubschrauber, der mit einem Greifarm bestückt ist, fliegt zu einem Roboter, der gewartet werden 
muss. Quelle: DLR (CC-BY 3.0).

Robotik

Auf der Suche nach Leben auf dem Jupitermond 
Europa
Entwicklung eines autonomen Unterwasserfahrzeugs für eine Erkundungsmission auf dem Jupiter-
mond abgeschlossen.

Der Jupitermond Europa weist eine meh-
rere Kilometer dicke Eisdecke auf. Darun-
ter wird ein tiefer Ozean vermutet, der die 
Grundlage für extraterrestrisches Leben 
bieten könnte. Wie sich dieser Ozean er-

reichen und erforschen ließe, haben Wis-
senschaftler des Robotics Innovation Cen-
ter des Deutschen Forschungszentrums für 
Künstliche Intelligenz (DFKI) untersucht. 
Um analoge Missionen auf der Erde si-

mulieren zu können, entwickelten sie ein 
autonomes Unterwasserfahrzeug (AUV), 
das durch eine Vielzahl unterschiedli-
cher Sensoren sicher im Wasser navigie-
ren kann, sowie ein IceShuttle, das dem 
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AUV als Transportmittel durch das Eis 
und Basisstation dient. Ziel des Projekts 
Europa-Explorer war es, im Rahmen ter-
restrischer Szenarios zu zeigen, dass ein 
Roboterteam den in Jupiters Schatten 
liegenden Eismond Europa autonom er-
kunden kann. Um sich ein Bild von den 
Umgebungsbedingungen zu machen, wie 
sie auf, aber vor allem unter der lunaren 
Oberfläche herrschen, griffen die DFKI- 
Wissenschaftler auf Daten des Göttinger 
Max-Planck-Instituts für Sonnensystem-
forschung zu Temperatur, Gravitation, 
Strömung und Geräuschkulisse zurück. 
Mutmaßlich befinden sich unter der Eis-
decke des Mondes in rund 100 Kilome-
tern Wassertiefe Hydrothermalquellen, 
die durch das Spenden von Wärme und 
Mineralien selbst an dunklen und kalten 
Orten Leben ermöglichen. Um diese auf-
zufinden, muss ein Explorationsfahrzeug 
den Grund des Meeres erreichen und 
zuvor den mächtigen Eispanzer auf der 
Oberfläche des Ozeans durchdringen. 
Dies gelingt mit Hilfe eines Trägersys-
tems, das sich durch die äußere Eiskruste 
bohrt, und dem Fahrzeug anschließend 
als Basisstation und Schnittstelle zu den 
Wissenschaftlern auf der Erde dient.

Für dieses Szenario haben die DFKI-Wis-
senschaftler das autonome Unterwasser-
fahrzeug (AUV) Leng und das IceShut-
tle Toredo entwickelt. Leng wurde als 
Langstrecken-Explorationsfahrzeug kon-
zipiert. Seine Form ist speziell auf die 
Missionsanforderungen angepasst: ein 
möglichst geringer Durchmesser, um in 
das IceShuttle zu passen, sowie eine hy-
drodynamische Strömungshülle, um mit 
wenig Energieaufwand lange Strecken 

zurücklegen zu können. Beim IceShuttle 
Toredo handelt es sich um eine Schmelz-
sonde, die das AUV mit Hilfe eines 
thermalen Bohrmechanismus durch die 
Eisdecke transportiert. Um den Energie-
aufwand beim Bohren zu minimieren, 
wird ein Bohrloch mit einem möglichst 
geringen Querschnitt angestrebt, folg-
lich muss auch das IceShuttle möglichst 
schmal sein. Im Fokus des Projekts stand 
insbesondere die Navigationsfähigkeit 
des Unterwasserfahrzeugs: Um sich prä-
zise selbst lokalisieren zu können, ist 
Leng mit einer Vielzahl unterschiedli-
cher Navigationssensoren ausgestattet. 
Diese senden u.a. Schallsignale aus, über 
die das Fahrzeug seine Position ähnlich 
der GPS-Methode bestimmen kann. An-
hand seines Abstands und Blickwinkels 
auf einen bestimmten Punkt errechnet 
das System seine Position und findet 
nach seinem Tauchgang eigenständig zur 
Basisstation zurück, um die gesammelten 
Informationen über eine Schnittstelle an 

das IceShuttle zu übermitteln und seine 
Energie aufzuladen. Dabei muss das Ro-
boterduo komplett ohne Steuerung von 
der Erde auskommen. Denn ein von dort 
gesendetes Signal kommt mit 33 bis 53 
Minuten Zeitverzögerung an – zu lang, 
um spontan auf neue Situationen reagie-
ren zu können. 

Die einzigartige Laborlandschaft des 
DFKI mit seiner europaweit einmaligen 
maritimen Explorationshalle ermöglich-
te es den Wissenschaftlern, die Systeme 
komplett vor Ort zu entwickeln und zu 
testen. Missionsszenarien konnten in 
den Testbecken unter realitätsnahen und 
kontrollierbaren Bedingungen simuliert 
und Komponenten in der Druckkammer 
auf ihre Tiefseetauglichkeit überprüft 
werden. In möglichen Folgeprojekten 
wollen die Wissenschaftler die Funkti-
onsfähigkeit der Systeme in noch realis-
tischeren Umgebungen, etwa der Arktis, 
testen.

Das autonome Unterwasserfahrzeug Leng bei Unterwassertests im großen Salzwasserbecken der 
Maritimen Explorationshalle des DFKI in Bremen. (DFKI GmbH, Foto: Annemarie Hirth)

Nanotechnologie

Winzige Mikroroboter reinigen kontaminiertes 
Wasser 
Forscher des Max-Planck-Institutes Stuttgart haben winzige Mikroroboter mit Eigenantrieb entwickelt, 
die Blei aus Wasser entfernen können.

Schwermetall-Kontaminierungen im 
Wasser – durch Blei, Arsen, Quecksilber 
und andere Metalle – entstehen durch 
Aktivitäten der Industrie und stellen 
ein großes Risiko für die öffentliche Ge-
sundheit sowie für die Tierwelt dar. Die 
neuen Mikroroboter – jeder davon ist 

kleiner als ein menschliches Haar breit 
ist – bieten eine Lösung, die potenziell 
schneller und günstiger als aktuelle Me-
thoden der Wasserreinigung sind. Au-
ßerdem sind sie selbst wiederverwend-
bar. „Die Außenhülle des Mikroroboters 
besteht aus Graphenoxid und fängt das 

Blei ein”, sagt Sanchez, Gruppenleiter 
am Max-Planck-Institut für Intelligente 
Systeme in Stuttgart und am Institute 
for Bio-Engineering of Catalonia (IBEC) 
in Barcelona. Für den Antrieb zuständig 
ist eine innere Platinschicht: Wird Was-
serstoffperoxid dem Abwasser zugesetzt, 
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zersetzt das Platin es zu Wasser und Sau-
erstoffblasen, welche von der Rückseite 
des Mikroroboters zu dessen Antrieb 
ausgestoßen werden. Zwischen dem Gra-
phenoxid und den Platinschichten befin-
det sich eine Nickel-Schicht. Diese er-
möglicht es, die Bewegung und Richtung 
der Mikroroboter magnetisch von außen 
zu steuern. Die Mikroroboter können in 
nur einer Stunde den Verschmutzungs-
grad von 1000 Teile pro Milliarde bis auf 
unter 50 Teile pro Milliarde reduzieren. 
Anschließend werden sie mit einem Ma-

gnetfeld aus dem Wasser entfernt und 
das Blei zum Recycling entnommen. 
„Wir planen nun, unsere Mikroroboter 
weiterzuentwickeln, sodass sie auch an-
dere Schadstoffe sammeln können. Auch 
werden wir an der Senkung der Kosten 
für ihre Herstellung sowie daran arbei-
ten, sie in großen Mengen herstellen zu 
können“, sagt Sanchez, der auch an Mik-
ro- und Nanorobotern mit Eigenantrieb 
für Anwendungen wie etwa der Verabrei-
chung von Medikamenten arbeitet.

Haben sich Galilei, Newton und Ein-
stein getäuscht? Zumindest ein kleinwe-
nig? Dank ihnen wissen wir heute, dass 
schwere und träge Masse gleich sind. Im 
Vakuum fallen daher alle Gegenstände 
gleich schnell zu Boden, egal wie schwer 
sie sind. Diese 400 Jahre alte Entde-
ckung hält bisher jeder Überprüfung 
stand. Wissenschaftler bestätigen das 
sogenannte Äquivalenzprinzip mit einer 
Genauigkeit von 10-13, also bis auf ein 
Zehnbillionstel genau. 

Doch moderne physikalische Theorien, 
wie die String-Theorie, gehen davon 
aus, dass ganz weit hinter dem Komma 
der Beweis dafür warten könnte, dass 
sich träge und schwere Masse unter-
scheiden. Französische Forscher wollen 
das Prinzip nun erneut auf die Probe 
stellen – mit tatkräftiger Unterstützung 
durch den Fachbereich „Wissenschaft-
licher Gerätebau“ der Physikalisch-
Technischen Bundesanstalt (PTB) in 
Braunschweig. 

Dort entstanden zwei mikrometergenau 
hergestellte Hohlzylinderpaare, die seit 
dem 25. April 2016 im Rahmen des 
MICROSCOPE-Projektes in einem Sa-
telliten um die Erde kreisen. Das Fallge-
setz soll damit mit bisher unerreichter 
Genauigkeit getestet werden.

Schwere und träge Masse heben sich 
gegenseitig auf
Hält man einen Gegenstand in der 
Hand, spürt man, wie dieser nach un-
ten drückt. Die Erdanziehungskraft 
zieht ihn zum Boden. Öffnet man die 
Hand, fällt er – dafür sorgt die soge-
nannte schwere Masse. Würden wir 
gemeinsam mit dem Gegenstand fal-
len, würden wir die Schwerkraft nicht 
mehr spüren. Dabei wirkt sie immer 
noch. Allerdings wird sie durch eine 
entgegengesetzt wirkende Kraft aufge-
hoben: die Trägheitskraft. Diese wider-
setzt sich der Beschleunigung. Warum 
sich schwere und träge Masse gegensei-
tig genau aufheben, ist noch immer ein 
Rätsel. Einige Forscher glauben daher, 
dass das Fallgesetz nicht stimmen kann. 
Die String-Theorie sagt beim Äquiva-
lenzprinzip eine Unsicherheit im Be-
reich von 10-14 bis 10-17 voraus. Durch 
das MICROSCOPE-Projekt könnte die 
Physik in diese Bereiche vorstoßen. Es 
soll eine Messgenauigkeit von bis zu 10-15 

ermöglichen. Das wäre auf der Erde 
nicht messbar. Denn dort lässt sich der 
freie Fall im luftleeren Raum nicht lan-
ge genug simulieren. Anders sieht es im 
Weltraum aus: An Bord eines Satelliten 
„fallen“ die Zylinder (Testmassen) in 
den kommenden zwei Jahren auf einer 
sonnensynchronen Umlaufbahn in etwa 

700 Kilometer Höhe um die Erde. Da-
bei wird sich zeigen, ob eine der Test-
massen eine andere Beschleunigung 
erfährt.

Damit das gelingen kann, müssen die 
Testobjekte die gleiche Form haben. 
„Wir haben zwei ineinander gelagerte 
Zylinder gewählt, da diese den gleichen 
Schwerpunkt haben“, erklärt Dr. Daniel 
Hagedorn, Leiter der Arbeitsgruppe für 
Oberflächentechnologie in der PTB. 
Beim ersten Zylinderpaar bestehen die 
Massen aus dem gleichen Material: 
Platin-Rhodium (PtRh10). Beim zwei-
ten Zylinderpaar besteht der äußere 
Zylinder aus einer Titan-Legierung (Ti-

Mithilfe zweier in der PTB gefertigter Zylinder-
paare soll an Bord eines Satelliten im Rahmen des 
Microscope-Projektes überprüft werden, ob sich 
schwere und träge Masse unterscheiden.  (Grafik: 
PTB). 

Messtechnik

Experiment im All soll Äquivalenz zwischen trä-
ger und schwerer Masse mit bisher unerreichter 
Genauigkeit testen 
Französische Forscher stellen das Fallgesetz auf den Prüfstand − die PTB liefert dazu hochpräzise 
Testmassen.

Selbstangetriebener Mikroroboter aus Graphen 
fängt Blei aus Abwasser ein. © 2016 American 
Chemical Society
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Selbstangetriebener Mikroroboter aus Graphen fängt Blei aus Abwasser ein.

Biotechnologie

Abwasser als Quelle für neue Biomoleküle
In Biofilmen eines Abwasserrohrs fanden Biologen Bakterien, die bislang unbekannte Enzyme und Bio-
Tenside herstellen. 

Bakterien sind Überlebenskünstler. Sie 
passen sich an eine beispiellose Vielfalt 
von Lebensräumen an, die von den Eis-
wüsten der Antarktis bis zu den extrem 
heißen Tiefseevulkanen reichen. Die 
jeweilige Umgebung spiegelt sich denn 
auch in der biologischen Ausstattung der 
Mikroorganismen wider: Darmbakteri-
en von Termiten bilden Essigsäure, die 
bei der Verdauung von Holz unerlässlich 
ist, Meeresschwämme leben in Symbi-
ose mit Bakterien, deren Wirkstoffe sie 
gegen Fressfeinde verteidigen. "Je nach 
Umweltbedingungen finden sich jeweils 
spezialisierte Bakterienpopulationen", 
erklärt Karl-Erich Jaeger vom Institut für 
Molekulare Enzymtechnologie (IMET) 
der Heinrich-Heine-Universität Düssel-
dorf, das im Forschungszentrum Jülich 
angesiedelt ist.

"Um neue und hochspezialisierte Wirk-
stoffe aus Bakterien zu finden, erhöht 
sich die Aussicht auf Erfolg, wenn man 
den Ort der Probenahme entsprechend 
wählt", ergänzt er. Auf der Suche nach 
Bakterien, die in der Lage sind, Fette 
und Proteine abzubauen, suchte Jaegers 
Team an einem wenig appetitlichen – 
dafür aber sehr erfolgversprechenden 
Ort: am Abwasserrohr eines Schlacht-
hofs. Statt einzelne Bakterienkulturen 
anzulegen, isolierten die Forscher die 
gesamte DNA – das sogenannte Meta-
genom – der Probe. Der Grund: 99 Pro-
zent aller Mikroorganismen lassen sich 
nicht unter Laborbedingungen kultivie-

ren. Um dennoch potenzielle Wirkstof-
fe finden und produzieren zu können, 
greifen die Wissenschaftler zu einem 
Trick. Sie nutzen sowohl bei der Suche 
als auch zur Produktion ein Arbeitspferd 
der Mikrobiologie: Escherichia coli. Die-
ses Bakterium lässt sich im Labor sehr 
gut vermehren und produziert im Ide-
alfall Stoffe, die vom eingeschleusten 
Erbmaterial der fremden Organismen 
stammen. Im ersten Schritt legten die 
Forscher eine Metagenom-Bibliothek 
aus ihrer Umwelt-Probe an. Hierbei wer-
den verschiedene kurze Abschnitte des 
DNA-Konglomerats aus der Abwasser-
Probe in E. coli Bakterien übertragen. So 
entsteht eine riesengroße Sammlung von 
E. coli-Zellen, die jeweils unterschiedli-

che Abschnitte des Metagenoms beher-
bergen. "Wie erwartet, haben wir dabei 
zahlreiche Enzyme gefunden, die Fette 
und Proteine abbauen", berichtet Jaeger. 
„Darüber hinaus hatten wir aber auch 
das Glück, erstmalig auf diesem Weg 
ein Bio-Tensid zu finden“, freut er sich. 
Solche Substanzen können sehr weitrei-
chende Anwendungen haben“, betont 
der Wissenschaftler, „beispielsweise für 
die Beseitigung von Umweltverschmut-
zungen, als Waschmittelzusatz oder eben 
als antibiotisch wirksame Stoffe.“ Im 
Gegensatz zu Tensiden chemischen Ur-
sprungs gehen die Forscher davon aus, 
dass die biologisch gewonnenen Wirk-
stoffe auch komplett biologisch abbau-
bar sind.

Al6V4), einem aus dem Flugzeugbau be-
kannten Material. Der innere Zylinder 
besteht wie das erste Zylinderpaar aus 
Platin-Rhodium. „Wenn wir einen Un-
terschied in der Beschleunigung sehen, 
dann bei dem uneinheitlichen Zylinder-
paar“, sagt Hagedorn. Gemessen wür-
de dann die Verschiebung des Schwer-
punkts der Zylinder. Das einheitliche 
Paar dient zur Kontrolle. Sollten beide 
etwas anzeigen, liegt es an den Instru-
menten. Damit das Experiment gelingt, 
müssen die Testmassen immer gleich im 
Raum ausgerichtet sein. Für die richtige 

Bahn und den richtigen Winkel sorgt 
der Satellit. Elektrostatische Kraftfelder 
stützen die Zylinder.

Die Zylinder gleichen sich bis auf ei-
nen Mikrometer
Die Zylinder exakt gleich anzufertigen, 
war die größte Herausforderung für die 
Braunschweiger Gerätebauer. Mehr als 
fünf Jahre haben sie daran gemessen 
und gearbeitet. „Das war ein wahnsin-
nig komplexer Prozess“, sagt Hagedorn. 
Um die Oberflächen zu perfektionieren, 
mussten die Drehgeschwindigkeit, die 

Menge des Kühlschmiermittels, die Art 
und Form des Diamanten zum Schnei-
den, der Verschleiß der Werkzeuge und 
vieles mehr erst einmal erprobt werden. 
Denn an die benötigte Genauigkeit 
von weniger als drei Mikrometer hat 
sich bisher noch niemand herangetraut. 
„Wir waren mutig genug, das zu probie-
ren“, sagt Hagedorn. Mit Erfolg: Bei der 
Form gelang eine Genauigkeit von etwa 
einem Mikrometer. Die durchschnitt-
liche Rauheit der Oberfläche liegt im 
Bereich von wenigen zehn Nanometern.
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Jackson ist der wichtigste Mann im Work-
shop „Future Interfaces“. Zwar existiert 
er nur auf dem Papier, das aber ziemlich 
konkret. „Jackson ist Australier, 21 Jahre 
alt, Extremsportler, selbstbewusst, er hat 
viele Freunde und eine on/off-Beziehung, 
Reisen sind seine Leidenschaft, er besitzt 
ein iPhone und eine Vespa, nutzt Face-
book, guckt Netflix ...“, stellt Teilneh-
merin Helen (16) ihn vor. Zusammen 
mit ihren Workshop-KollegInnen hat sie 
ihn ins Leben gerufen, um in drei Tagen 
die Aufgabe zu lösen: Welche Funktionen 
erwartet so ein Typ von seiner Smart-
watch? Zur gleichen Zeit herrscht Auf-
ruhr im Workshop „CSI Stuttgart“: Es 
heißt, ein Informatiker sei im Institut er-
mordet worden und die Überwachungs-
kameras zeigen eindeutig, dass der Täter 
aus diesem Workshop kommen muss. 
Zum Glück konnte ein Haar am Tatort 

sichergestellt werden. Nun fertigen die 
Teilnehmer Fahndungsbilder an, nehmen 
sich gegenseitig Speichel- und Blutpro-
ben ab und machen sich an deren Analy-
se im Labor, um das Delikt aufzuklären. 
„Es ist toll zu erfahren, wie man solche 
forensischen Methoden durchführt“, sagt 
Samira (15) und übt mit wohligem Gru-
sel das Pipettieren. Womöglich ist ja sie 
die Täterin?

Beide Workshops finden im Rahmen der 
dreitägigen Fraunhofer-Talent-School 
am Institutszentrum Stuttgart statt, an 
der jedes Jahr insgesamt 40 Schülerinnen 
und Schüler ab 15 Jahren teilnehmen. 
„Die meisten machen im naturwissen-
schaftlichen Bereich schon ziemlich 
viel, kommen aber allein nicht mehr so 
recht weiter“, erklärt Franziska Benke, 
Referentin für Personalmarketing am  

Institutszentrum und Organisatorin 
der Talent-School. „Jetzt wollen sie 
Fraunhofer kennenlernen und sehen, ob 
ihnen die Arbeit als Forscher gefällt. Und 
sie möchten vor der Studienentscheidung 
mehr über einzelne Fachrichtungen er-
fahren.“

Einfach zu bedienende Geräte
So treffen im Workshop „Future Inter-
faces“ diejenigen aufeinander, die sich 
für die Entwicklung von Bedienkonzep-
ten interessieren und gerne mit Technik 
experimentieren. Joshua (16) denkt, dass 
die Menschheit Entlastung braucht. „Ge-
räte müssen wieder einfacher zu bedie-
nen sein.“ Wie sich das umsetzen lässt, 
lernt er gerade. Zusammen mit seinem 
Team entwickelt er Features, die Jack-
sons Smartwatch unbedingt haben soll: 
schnellen Zugriff auf Musik und Mes-
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Forschung auf Probe: Smartwatch-App und Täter-
jagd
Wie entwickelt man eine Smartwatch-App? Und wie findet man den Mörder, wenn man nur ein Haar von 
ihm hat? Das und mehr finden Schülerinnen und Schüler bei der Talent-School am Fraunhofer-Instituts-
zentrum Stuttgart heraus. 

Fraunhofer Talent-School Stuttgart 2016

Die Teilnehmer des Workshops „CSI Stuttgart“ untersuchen 
Speichel- und Blutproben im Labor. (Quelle: Jan Müller)
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senger, eine praktische Ladestation und 
eine Freeze-Funktion, wenn er extreme 
Sachen macht, etwa Fallschirm springt. 
Dabei genießt die Gruppe optimale Un-
terstützung, denn die Workshops werden 
von WissenschaftlerInnen geleitet, die zu 
diesen Themen täglich forschen. Anne 
Elisabeth Krüger ist Maschinenbau-
Ingenieurin, ihr Kollege David Blank 
Designer. Beide arbeiten in der Abtei-
lung „Human-Computer-Interaction“ 
am Fraunhofer- Institut für Arbeitswirt-
schaft und Organisation IAO, wo sie 
interaktive Systeme und intelligente Ap-
plikationen für Kunden entwickeln. Weil 
man dafür viele neue Ideen braucht, ist 
Anne zuständig für das Thema Innova-
tion. Und so lernen Helen, Joshua und 
Co erst mal, wie man über Methoden wie 
Improvisationstheater oder Lego® Serious 
Play® die Kreativität so richtig ankur-
belt. „Immer nur sitzen und nachdenken 
bringt auf Dauer wenig wirklich Neues 
hervor“, erklärt Anne. „Mit unseren Me-
thoden aktivieren wir unbewusstes Wis-
sen und schaffen neue Verknüpfungen.“

Genetischer Fingerabdruck überführt 
Täter
Bei „CSI Stuttgart“ weiht mittlerweile 
Workshopleiter Christian Grumaz die 
Fans von Molekularbiologie und Kri-
minalistik in die Geheimnisse des ge-
netischen Fingerabdrucks ein. Der pro-
movierte Biologe erforscht sonst in der 
Abteilung Molekulare Biotechnologie am 
Fraunhofer-Institut für Grenzflächen- 
und Bioverfahrenstechnik IGB, wie sich 
funktionelle Genomanalysen mittels 
„Next-Generation Sequencing“ durch-
führen lassen. Heute isoliert er mit den 
Workshop-Teilnehmern DNA aus ihren 
Mundschleimhautzellen, legt Bluttrop-
fen unters Mikroskop, analysiert und er-
mittelt Blutgruppen-, Geschlechts- und 
Individualmarker. Anschließend werden 
die DNA-Profile ausgewertet und jeder 
Teilnehmer errechnet, wie häufig sein 
Profil in der Bevölkerung vorkommt. 
Und natürlich steht am Ende der Täter 
fest: Ein Mann mit Blutgruppe 0+ – da 
kommt nur Patrick (17) infrage.

Präsentation im großen Hörsaal
Am Nachmittag des dritten Tages kom-
men Eltern und Freunde ans Fraunhofer-
Institutszentrum Stuttgart. Den ganzen 
Vormittag über haben die Workshops 
Präsentationen ihrer Arbeit vorbereitet. 
Neben „Future Interfaces“ und „CSI 

Stuttgart“ waren das noch „Chemie in 
der Galvanotechnik“ und „Roborace – 
Kybernetik zum Anfassen“. Mehr als 
160 Personen versammeln sich in einem 
hochmodernen Hörsaal und verfolgen 
die Auftritte der Teams, die ihre Charts 
auf zwei großen Leinwänden zeigen und 
für viel Spannung und Heiterkeit sorgen. 
Aufgeregt? „Schon“, sagt Samira von der 
CSI-Gruppe, „aber dann hat es richtig 
viel Spaß gemacht, da vorne zu stehen.“ 
Joshua hat so etwas schon häufiger ge-
macht: „Ich mag das und werde das spä-
ter sicher noch häufiger brauchen.“

Und wie sieht es mit der Orientierung 
aus? Wissen die Teilnehmer nun besser, 
was sie später machen wollen? Samira 
will in der Medizin forschen. „Ich würde 
gerne die Alterung von Zellen aufhalten.“ 
Helen wollte vorher „irgendwie Physik 

oder Informatik mit Medizin kombinie-
ren - aber diese neuen Eindrücke haben 
mir sehr gefallen, das könnte ich mir 
auch gut vorstellen.“ Und Joshua möchte 
Produkte entwickeln, die den Sport im 
Alltag erleichtern, „also den Sportler mit 
Daten, Design und Technik verbinden.“ 
Konkreter geworden sind ihre Ziele für 
alle drei.

Ines Bruckschen

Fraunhofer-Talent-Schools

Diese und weitere Workshop-Themen 
sowie Termine und Links zum Vor-
merken unter:

www.fraunhofer.de/talent-school 

Starkes Abendprogramm: Im Graffiti-Workshop entwarfen Kleingruppen ihre Motive und sprühten sie 
eigenhändig auf Folie. (Quelle: : Jan Müller)

Auf den sogenannten „State Charts“ entwarfen die Teilnehmer im Workshop „Future Interfaces“ die 
unterschiedlichen Anzeigen der Smartwatch. (Quelle: Anne Elisabeth Krüger, David Blank)
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Entscheidungsfreiheit für Roboter
Neues aus der Automatisierungstechnik: In einem Siemens-Labor in München lernen Fertigungsroboter, 
Aufgaben eigenständig zu erfüllen. Welche Bewegungen sie nutzen, wonach sie zuerst greifen, wie sie 
ein Teil montieren – all das bleibt der Maschinenintelligenz weitgehend selbst überlassen. Parallel dazu 
untersucht ein Team der Technischen Universität München, wie solche Roboter sicher mit Menschen zu-
sammenarbeiten können.

Titelthema

Das Labor von Georg von Wichert ist 
voller Arme. Manche haben nur zwei 
„Finger“, einige immerhin drei. Ande-
re könnten in naher Zukunft auch über 
Hände ähnlich denen eines Menschen 
verfügen. Diese Arme, von verschiedenen 
Roboterherstellern geliefert, lassen sich 
so programmieren, dass sie rund um die 
Uhr die immer gleichen Objekte greifen 
und positionieren. Doch sollen sie künftig 
auch Dinge tun, die bisher nicht möglich 
waren – nämlich selbst entscheiden, wie 
sie dabei vorgehen.

Ausgestattet mit Sensoren und neuar-
tiger Software werden sie, so der Plan, 
eines Tages neben den Fabrikarbeitern am 
Band stehen und Kabel in elektronische 
Geräte verbauen, Verbindungen prüfen, 
Bildschirme polieren – und dabei die 

Bewegungen ihrer menschlichen „Kol-
legen“ erfassen, um sie zu übernehmen 
und so neue Aufgaben eigenständig und 
flexibel zu bewältigen. Der Clou daran: Es 
soll komplett ohne Neuprogrammierung 
funktionieren. „Wir wollen einem Robo-
ter mitteilen können, was er machen soll, 
ohne ihm darzulegen, wie er es zu ma-
chen hat“, sagt Georg von Wichert, der 
bei Siemens Corporate Technology (CT) 
die Forschungsgruppe Robotics, Auto-
nomous Systems and Control leitet. „Das 
soll er selbstständig entscheiden."

Die Realisierung dieser Vision könnte die 
Robotertechnik revolutionieren und rund 
50 Prozent der Kosten für die Einrichtung 
neuer Roboterzellen in der Produktion 
einsparen. „Heute müssen wir jede Bewe-
gung, die ein Roboter ausführt, mühsam 

programmieren“, erklärt Kai Wurm, der 
bei CT ein Projekt für Autonome Syste-
me leitet. „In Zukunft wollen wir die Ro-
boter aber nicht mehr mit einem starren 
Programm, sondern mit einer Art Rezept 
ausstatten. Anstatt fünf Seiten mit Code 
zu füllen, damit ein Roboter ein Objekt 
mithilfe eines festgelegten Handlungsab-
laufs montieren kann, spezifizieren wir 
nur die Aufgabe, und das System über-
setzt diese Spezifikation automatisch in 
ein Programm.“

Automatische Flexibilität
Warum ist das wichtig? Das Schlagwort 
lautet Wirtschaftlichkeit. Viele Hersteller 
wollen die Mengen uniform produzier-
ter Waren verringern und gleichzeitig die 
kundenspezifische Anpassung steigern. 
Mit konventioneller Produktionstechnik 
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funktioniert das jedoch nur, wenn man 
jede vorstellbare Variante einzeln pro-
grammiert – was schnell so komplex, zeit-
raubend und kostenintensiv werden kann, 
dass eine Produktion kleiner Chargen 
unmöglich wäre. Auch die Alternative, 
mehr Personal an einer Produktionslinie 
arbeiten zu lassen, wäre teuer und vor al-
lem unrealistisch, da die sich ständig ver-
ändernden Anforderungen einen extrem 
hohen Schulungsbedarf nach sich ziehen 
würden.

Die Lösung? Man könnte es automati-
sche Flexibilität nennen. Unterm Strich 
hört es sich ganz einfach an: Neben ei-
ner genauen Beschreibung einer Monta-
geaufgabe erhält der Roboter eine Liste 
der Teile und die zugehörigen Modelle 
ihrer Anordnung. Davon ausgehend kann 
er unterschiedlichste Handlungsabläufe 
berechnen. Wenn schon nach ein paar 
Stunden die Reihenfolge geändert werden 
muss, stellt das kein Problem dar. „Das ist 
das Gute an unserem System“, meint von 
Wichert. „Wenn der Roboter eine neue 
Aufgabenbeschreibung und die zugehö-
rigen Objektmodelle erhält, kann er auch 
etwas anderes montieren, ohne dass man 
ihn neu programmieren muss.“

Man darf daraus freilich nicht schließen, 
dass ein Roboter auch wüsste, wie eine 
Fabrik geführt werden soll. Eine gewisse 
Autonomie kann man ihm jedoch nicht 
absprechen. Wenn ein solcher Roboter 
zum Beispiel seine Arme ausstreckt, um 
ein Objekt zu greifen, berechnet er in 
Echtzeit den optimalen Bewegungsablauf 
auf der Basis von Sensordaten, die er etwa 
über Kameras an seiner Roboterhand und 
seinem Kopf erfasst. Dabei weiß er, dass 
er Kollisionen mit anderen Objekten – 
und vor allem mit Menschen – vermeiden 
muss.

Die Roboter, die von Wichert in seinem 
Labor entwickelt hat, beweisen ihre Flexi-
bilität schon jetzt. Wenn beispielsweise ein 
Bauelement nicht in den dafür vorgesehe-
nen Einbauplatz eingesetzt werden kann, 
versucht der Roboter es mit einem verän-
derten Winkel noch einmal. Während die 
meisten Greifmechanismen von Robotern 
dafür ausgelegt sind, nur ein bestimmtes, 
vorher definiertes Objekt zu greifen, kann 
ein Roboter aus von Wicherts Labor mit 
seiner Hand viele verschiedene Objekte 
fassen, ohne dass Veränderungen an der 
Hardware nötig wären. „Das Neue an un-

serer Entwicklung ist die Art und Weise, 
wie unser System aus einer allgemeinen 
Aufgabenbeschreibung automatisch eine 
detaillierte Handlungsabfolge zusammen-
stellen kann“, erklärt Projektleiter Wurm.

"Unser System kann aus einer allgemei-
nen Aufgabenbeschreibung automatisch 
eine detaillierte Handlungsabfolge zu-
sammenstellen."

Seite an Seite in der Produktion
Das hohe Flexibilitätspotenzial der Robo-
ter veranlasste Siemens-Forscher zusam-
men mit einem Team der Technischen 
Universität München (TUM), einen der 
wahrscheinlich wichtigsten Zukunft-
strends in der Fertigung zu untersuchen: 
die Zusammenarbeit von Mensch und 
Roboter. „Hinter der Arbeit unseres La-
bors steht die Überzeugung, dass die 
Produktvielfalt und die damit verbun-
dene Zahl der Montageabläufe enorm 
ansteigen werden“, sagt Gerold Huber, 
Doktorand an der TUM. „Dadurch wird 
ein riesiger Bedarf an hybriden Produkti-
onsmodellen entstehen, in denen Roboter 
und Menschen flexibel kooperieren.“Vor 
diesem Hintergrund untersuchen die 
Teams von Siemens und der TUM nicht 
nur, wie Roboter und Menschen sich in 
einer Produktionsumgebung ergänzen, 
sondern auch, wie sich ihre „soziale“ In-
teraktion optimieren lässt. Ein Beispiel: 
Der Fabrikroboter von morgen wird über 
optische Sensoren sowie über Kraftsenso-
ren verfügen. Diese sorgen dafür, dass er 
im Fall einer bevorstehenden Kollision 
zurückfährt. Trotz dieser Sicherheitsmaß-
nahme sollen Roboter aber auch künftig 
nie zu dicht vor dem Gesicht einer Person 
agieren, selbst wenn nicht die Gefahr einer 
Kollision besteht.

Die Bewegungsgeschwindigkeit ist ein 
weiterer kritischer Faktor: Ist ein Roboter 
beispielsweise zwei oder drei Meter vom 
nächsten Menschen entfernt, kann er so 
schnell arbeiten wie nötig. Befindet er sich 
jedoch in der Nähe einer Person, muss er 
seine Bewegungen langsamer ausführen. 
Damit verbunden ist auch das Konzept 
der „Lesbarkeit“ der Roboterbewegung. 
Der Roboter muss sich bei der Zusam-
menarbeit mit seinem menschlichen Kol-
legen so verhalten, dass dieser erkennen 
kann, was die Maschine als Nächstes tun 
wird. „Charakteristika wie diese bauen wir 
in die Bewegungsplanung ein“, erklärt 
Huber.

Labor der Visionen
In seinem Labor im riesigen Forschungs-
komplex von Siemens im Süden Mün-
chens baut von Wichert mit seinen Kol-
legen jetzt ein Fertigungszentrum im 
Miniaturformat auf, das ein halbes Dut-
zend Roboterarme enthält. Handähnli-
che Greifer strecken sich nach Objekten 
aus, die ihnen völlig unbekannt sind. 
Hier nehmen die ersten, noch unsiche-
ren Schritte auf dem Weg zur Montage 
komplexer Teile Gestalt an. „Schon bald 
werden diese Maschinen verstehen, wie 
sie etwas greifen oder es in ein anderes 
Objekt einfügen – und sie werden lernen, 
sich aufgrund von Erfahrung neu zu pro-
grammieren“, schließt von Wichert. „Was 
Sie hier sehen, ist der Anfang von etwas 
völlig Neuem.“

Arthur F. Pease
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Roboter werden in der Lage sein, Objekte zu 
montieren, ohne präzise Angaben zu den einzel-
nen Arbeitsschritten zu haben. (Quelle: www.
siemens.com/poF")

Ein Roboter fährt seinen Arm aus, um ein Objekt 
zu greifen.  (Quelle: www.siemens.com/poF")
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Der Pinguin stand Pate
Wissenschaftsjahr

„Das Meer beginnt hier“. Vor diesem 
Schriftzug eröffnete Bundesforschungs-
ministerin Johanna Wanka am 7. Juni 
das Wissenschaftsjahr 2016*17. Die 
Bundesministerin hat deutlich gemacht, 
dass auch Menschen im Binnenland mit 
ihrem Verhalten dazu beitragen, wie es 
den Meeren geht. Mikroplastik gelangt 
über das heimische Waschbecken in 
Flüsse und anschließend ins Meer.

Im Wissenschaftsjahr (WJ) geht es um 
den Schutz, aber auch um die Faszinati-
on der Meere und Ozeane. Dafür sorgte 
ROV Kiel 6.000, ein für den Einsatz in 
der Tiefsee konzipiertes Unterwasserve-
hikel, das zum WJ-Start seine knallgelb 
leuchtenden Greifarme zur Abwechs-
lung mal in den Berliner Himmel reckte.

Die Wissenschaft setzt auf ferngesteu-
erte Unterwasserfahrzeuge, mobile 
Meeresboden-Bohrgeräte und weitere 
innovative Technologien. Forscher ge-
winnen neue Erkenntnisse über das Le-
ben in bis zu 11.000 Metern Tiefe. Für 
die Reise ins Unbekannte sind techni-
sche Hilfsmittel nötig, die es erlauben, 
dem hohen statischen Wasserdruck, der 
Kälte, der Dunkelheit und dem korrosi-
ven Seewasser zu widerstehen.

ROV Kiel 6.000 ist so ein unerschro-
ckener Technik-Kollege. Ein für wis-
senschaftliche Einsätze in der Tiefsee 
konzipiertes und über ein Tiefsee-Glas-
faserkabel ferngesteuertes System. Es 
taucht bis zu 6.000 Meter tief – also 
deutlich tiefer als es Taucherinnen oder 
Tauchern möglich wäre. Das einzige 
bemannte Forschungstauchboot in 
der deutschen Flotte ist „JAGO“. Seit 
Januar 2006 ist das Boot am GEO-
MAR in Kiel stationiert. „JAGO“ ist 
ein bemanntes Unterwasserfahrzeug für 
maximal 400 m Wassertiefe, das zur Er-
kundung und Erforschung aquatischer 
Systeme und Lebensräume eingesetzt 
wird. Es ermöglicht Wissenschaftlerin-
nen und Wissenschaftlern aus verschie-
denen Fachrichtungen einen persönli-

chen Blick auf den Meeresboden. Das 
Tauchboot ist unter Wasser frei beweg-
lich und nicht durch ein Kabel mit der 
Oberfläche verbunden.

Typische Anwendungen sind die Beob-
achtung und Erkundung des Meeresbo-
dens und der Wassersäule, Video- und 
Fotodokumentation, selektive Probe-
nahme, Absetzen, Bedienen und Auf-
nehmen von Sensoren und Mess-Syste-
men, Unterwasser-Inspektionen sowie 
die Ortung und Bergung von Objekten. 

Des Weiteren gibt es selbstständig ope-
rierende Unterwasserfahrzeuge. Diese 
AUV (Autonomous Underwater Ve-
hicle) haben je nach Hersteller unter-
schiedliche Formen, nicht selten sind 
sie Fischen oder Quallen nachempfun-
den. Die TU Berlin ließ sich für ihren 
3,5 Meter langen „DNS Pegel" von Pin-
guinen inspirieren. Er wird mit einem 
von Lithium-Ionen-Akkus gespeisten 
Elektromotor angetrieben, gleicht we-
der Fisch noch Qualle, sondern einem 
Pinguin, und kann bis zu 50 Stunden 
lang ohne Auftauchen in der Tiefsee 
operieren.

Katja Wallrafen

Technisches Equipment unterstützt auch die Meeresforschung: Neben dem bemannten Forschungs-
tauchboot „JAGO“ ist das ferngesteuerte Unterwasservehikel ROV Kiel 6.000 im Einsatz. Das Großgerät 
ROV Kiel kann in bis zu 6.000 Meter Tiefe operieren.

Wissenschaftsjahr 2016*17 – 
Meere und Ozeane

Die Meeresforschung ist Thema 
des Wissenschaftsjahres 2016*17. 
Meere und Ozeane bedecken zu 
rund 70 Prozent unseren Planeten. 
Sie sind Klimamaschine, Nahrungs-
quelle, Wirtschaftsraum – und sie 
bieten für viele Pflanzen und Tiere 
Platz zum Leben. Wissenschaft-
lerinnen und Wissenschaftler 
untersuchen die Ozeane seit lan-
gem; und doch sind sie noch immer 
geheimnisvoll und in weiten Teilen 
unerforscht. Im Wissenschaftsjahr 
2016*17 geht es um die Entde-
ckung der Meere und Ozeane, 
ihren Schutz und eine nachhaltige 
Nutzung. Die Wissenschaftsjahre 
sind eine Initiative des Bundes-
ministeriums für Bildung und 
Forschung (BMBF) gemeinsam mit 
Wissenschaft im Dialog (WiD). Sie 
tragen als zentrales Instrument 
der Wissenschaftskommunikation 
Forschung in die Öffentlichkeit und 
unterstützen den Dialog zwischen 
Forschung und Gesellschaft.

Ein Roboter fährt seinen Arm aus, um ein Objekt zu greifen. (Quelle: www.siemens.com/poF")
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Sie sind nicht älter als 23 Jahre und 
haben gerade in der Schule, z. B. im 
Rahmen von Jugend forscht, oder im 
Studium eine eigene Forschungsarbeit 
durchgeführt? Haben Sie schon ein-
mal darüber nachgedacht, was mit Ih-
ren Ergebnissen jetzt passiert – wie aus 
einem jungen Forscher ein junger Wis-
senschaftler werden kann? Denn es gilt:  
„Forschen ohne Veröffentlichen ist keine 
Wissenschaft“. 

Die Zeitschrift Junge Wissenschaft ist 
für Sie das geeignete Forum, um Ihre 
Ergebnisse wissenschaftlich zu veröf-
fentlichen. 

Und das geht wie folgt:
Auf Seite 35 im „Jugend forscht“-Teil 
sind die Kriterien aufgeführt, die das 
reibungslose Veröffentlichen Ihrer wis-
senschaftlichen Beiträge ermöglichen. 
Hier finden Sie wichtige Hinweise, wie 

die Arbeit aufgebaut sein soll, wie lang 
die Arbeit sein darf, wie die Bilder einzu-
reichen sind und welche weiteren Infor-
mationen wir benötigen. 

Dann schicken Sie die Arbeit an die 
Redaktion. Von dort wird die Ar-
beit an Fachgutachter weitergeleitet,  
welche die inhaltliche Richtigkeit der 
Aussagen begutachten. Gelegentlich er-
geben sich daraus Hinweise, wo noch 
etwas verbessert werden kann, was dann 
an den Autor weitergleitet wird. Schließ-
lich kommt die Arbeit in die Redaktion, 
wird für das Layout vorbereitet und ver-
öffentlicht.

Was haben Sie davon? 
Ihre Forschungsarbeiten sind nun in ei-
ner Gutachterzeitschrift (peer reviewed 
journal) veröffentlicht worden, d. h. Sie 
können die Veröffentlichung in Ihre wis-
senschaftliche Literaturliste aufnehmen. 

Die Junge Wissenschaft wird in wissen- 
schaftlichen Datenbanken gelistet,  
d. h. Ihre Arbeit kann von Experten  
gefunden und beachtet werden. Sie 
selbst haben durch den Gesamtprozess 
eine ganze Menge gelernt: Das Erstellen  
einer wissenschaflichen Arbeit. Dies 
werden Sie spätestens im Studium wie-
der benötigen.

Und schließlich erhalten alle jungen 
Autoren der Jungen Wissenschaft als 
Dankeschön ein Jahr lang ein Frei-
abonnement der Zeitschrift. 

Wie aus Jungforschern 
junge Wissenschaftler werden

Wir freuen uns auf Ihre Zuschriften: 
Junge Wissenschaft
Dr.-Ing. Sabine Walter 
Paul-Ducros-Straße 7
30952 Ronnenberg 

s.walter@verlag-jungewissenschaft.de

Publizieren in der Jungen Wissenschaft
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Eine neue Vermutung für das Sammelbilderproblem mit mehreren Sammlern 
und Nachkaufen von Bildern

Nicht mehr über Sammelbilder ärgern!

Jeder kennt sie, viele sammeln mit, manche schimpfen darüber: Sammelbilder gibt es zu vielen Themen. 
Und es gibt viel Ärger mit ihnen: viele Doppelte oder sehr Seltene. Einige vermuten sogar Betrug der 
Hersteller. Zur Fußball-WM hatten Schweizer Forscher eine optimale Strategie vorgestellt, die wir un-
tersuchen. Außerdem beantworten wir neue Fragen, z.B. ob und wie sich Betrug für den Sammelbild-
hersteller lohnt, und ob man einen Betrug erkennen kann.

16

Niklas Braband, *2001
Sonja Braband, *2000

Schule:  
Neue Oberschule, Braunschweig 

Eingang der Arbeit:  
April 2015

Zur Veröffentlichung angenommen: 
Juli 2015

1 Aufgabenstellung 
Jeder kennt sie, viele Schüler sammeln 
mit, manche Eltern oder Lehrer schimp-
fen darüber: Sammelbilder gibt es zu 
vielen Themen: Tierbilder an der Super-
marktkasse, Bilder von Fußballern zur 
WM oder als Teil von Kartenspielen wie 
Pokémon. Und es gibt viel Ärger mit ih-
nen, z.B. viele Doppelte, manche Bilder 
bekommt man gar nicht, einige vermu-
ten sogar Betrug bei den Herstellern, z.B. 
dass manche Bilder extra selten vorkom-
men, um das Geschäft anzukurbeln.

Zur Fussball-WM haben Forscher eine 
optimale Strategie vorgestellt [1], um das 
WM-Sammelalbum mit seinen 640 Bil-
dern zu vervollständigen. Das hat unser 
Interesse an dem Thema geweckt. Wir 
wollen die Ergebnisse, soweit möglich, 
nachvollziehen und versuchen, neue Fra-

gen zu beantworten. Z.B. haben wir uns 
die Frage gestellt, ob und wie sich Betrug 
für den Sammelbildhersteller lohnt, und 
ob man den Betrug erkennen kann.

2 Grundlagen
Wikipedia [2] schreibt "Das Sammel-
bilderproblem [....] befasst sich mit der 
Frage, wie viele zufällig ausgewählte 
Bilder einer Sammelbildserie zu kaufen 
sind, um eine komplette Bildserie zu 
erhalten." D.h. es geht darum, eine be-
stimmte Anzahl B von Bildern vollstän-
dig zu sammeln. Man kauft die Bilder 
normalerweise nicht einzeln, sondern in 
Päckchen, in denen je P Bilder enthal-
ten sind. Meistens bietet der Hersteller 
an, dass man einmalig eine gewisse An-
zahl von Bildern K (zu einem erhöhten 
Preis) kaufen kann, um seine Sammlung 
zu vervollständigen. Bei Panini war z.B. 

in Deutschland zur WM 2014 B = 640,  
P = 5 und K = 50. Weiter ist noch der 
Preis p eines Päckchens wichtig, sowie 
der Preis b für die Nachbestellung eines 
Bildes (im Beispiel p = 60 Cent; b = 18 
Cent). Entscheidend ist, ob man allei-
ne sammelt oder Bilder mit Freunden 
tauscht. F soll die Anzahl der Freunde 
sein (einschließlich des Sammlers selbst).

Meistens werden die folgenden Annah-
men getroffen:

1. �Alle Bilder kommen gleich häufig vor.
2. �Die Bilder sind rein zufällig auf die 

Päckchen verteilt. D.h. der Hersteller 
mischt bei der Herstellung ordentlich 
und betrügt nicht, z.B. durch absicht-
liche Verknappung von Bildern.

3. �In einem Päckchen kommt kein Bild 
doppelt vor.
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4. �Es gibt keine Rabatte, alle Bilder (außer 

Nachbestellungen) sind gleich teuer.
5. �Es wird fair getauscht, d.h. ein Bild ge-

gen ein anderes.

Da der Herstellungsprozess ein Betriebs-
geheimnis des jeweiligen Herstellers ist, 
ist unbekannt, wie gut die ersten drei 
Annahmen in der Realität erfüllt sind [3]. 
Interessant ist jetzt, wie man mit mög-
lichst wenigen Bildern bzw. möglichst 
wenig Geld sein Sammelalbum vervoll-
ständigt. Es ist klar, dass alles stark vom 
Zufall abhängt. Z.B. könnte man bei sehr 
viel Glück schon mit nur 128 Päckchen à 
5 Bilder sein Album voll haben. Oder es 
könnten auch nach 1000 Päckchen noch 
Bilder fehlen. Deshalb ist es sinnvoll, sich 
bei Vergleichen den Durchschnitt anzu-
gucken.

Aber schon hier sieht man, dass Sammeln 
ein teures Vergnügen ist. Denn um das 
WM-Album zu füllen, hätte man min-
destens 128 Päckchen zu 60 Cent kau-
fen müssen, was 76,80 € gekostet hätte. 
Neben extrem viel Glück hätte man dies 
noch mit sehr vielen Tauschpartnern er-
reichen können.

Kurz vor der WM haben Schweizer For-
scher [1] behauptet, dass die folgende 
Strategie optimal ist und man im Durch-
schnitt weniger als 125 € ausgeben muss, 
um das Album zu füllen:

1. �Kaufe eine Box bestehend aus 100 
Päckchen mit je 5 Bildern.

2.� �Kaufe 40 zusätzliche Päckchen und 
tausche die Doppelten, bis maximal  
50 Sticker in der Sammlung fehlen.

3. ��Kaufe die fehlenden Bilder beim Her-
steller nach.

Eine Box ist meistens billiger, als die Päck-
chen einzeln zu kaufen. Dabei gehen die 
Forscher davon aus, dass in einer Box alle 
Bilder verschieden sind. Guckt man aber 
im Internet bei Amazon die Kommentare 
zu den Boxen an, so gibt es Beschwerden 
über viele doppelte Bilder. Auch bei den 
uns vom Sponsor Topps überlassenen Bo-
xen der Serie Match Attax gab es Dop-
pelte. In den Angeboten wird nicht damit 
geworben, dass alle Bilder in einer Box 
verschieden sind. Manche meinen [3], 
dass es trotzdem weniger Doppelte gäbe, 
als beim Kauf einzelner Päckchen. Da die 
Aussagen uneinheitlich sind, betrachten 
wir in unserer Arbeit die Möglichkeit, 
Boxen zu kaufen, nicht.

Im Internet sind teilweise sehr kompli-
zierte Berechnungsformeln [2,6] zu fin-
den, die wir auf Anhieb nicht verstanden 
haben. Z.B. wird behauptet, dass man im 
Durchschnitt 930 Päckchen kaufen muss, 
wenn man ganz alleine sammelt - das wä-
ren über 500 €. Das konnten wir zunächst 
nicht glauben. Deswegen haben wir uns 
entschieden, erst einmal ein paar einfache 

Experimente bzw. Berechnungen zu ma-
chen.

3 Experimente und Ergebnisse
3.1 Erste Experimente
Wir fingen zunächst klein an und nah-
men zwei farbige Würfel. Jede Kombi-
nation bei jedem Wurf sollte einem Bild 
entsprechen, d.h. dies entspricht einem 
Sammelalbum der Größe B = 36 und 
Päckchengröße P = 1. Aber schon beim 
ersten Versuch waren wir überrascht: 
Wir mussten 147 mal würfeln, bis jede 
Kombination mindestens einmal aufge-
treten war. Also vereinfachten wir noch-
mal und nahmen nur einen Würfel:  
B = 6 und P = 1, d.h. die Bilder waren die 
Zahlen 1, 2, ..., 6. Jetzt ging es schneller, 
bis wir alle Zahlen mindestens einmal ge-
würfelt hatten. Das Experiment führten 
wir zehnmal durch, dies entspricht zehn 
einzelnen Sammlern.

In Tab.1 sieht man, dass jeder Samm-
ler im Schnitt 15 Bilder kaufen musste. 
Aber es gibt große Schwankungen. Denn 
während ein Sammler 27 Bilder kaufen 
musste (also fast doppelt so viel), musste 
ein anderer nur 11 Bilder kaufen. Man 
erkennt, obwohl wir mit einem fairen 
Würfel gewürfelt haben, dass z.B. die  
1 häufig vorkommt, während die 2, 4 und 
5 seltener sind. Hätte man die Sammler 
gefragt, ob die Bilder gleichmäßig ver-
teilt sind, hätten bestimmt viele verneint.

Tab. 1: Experiment mit einem Würfel: Jede Zahl des Würfels entspricht einem Sammelbild.

Würfelergebnis

Sammler 1 2 3 4 5 6
Anzahl der  

gesamten Würfe

1 9 5 3 6 3 1 27

2 2 1 1 2 1 4 11

3 3 3 2 1 1 2 12

4 4 3 3 1 2 2 15

5 7 1 3 3 2 3 19

6 4 1 2 3 1 7 18

7 4 1 3 1 2 1 12

8 2 2 2 3 1 1 11

9 3 1 2 1 3 2 12

10 2 1 4 1 4 1 13

Summe 40 19 25 22 20 24 150
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Auch kann man in Tab. 1 erkennen, dass 
die Sammler viel früher fertig gewesen 
wären, wenn sie fair untereinander ge-
tauscht hätten. Als nächstes probierten 
wir, was das Tauschen bringt, ebenfalls 
mit 10 Wiederholungen. Allerdings hör-
ten wir erst dann auf, als wir jedes Bild 
doppelt hatten. Dies entspricht einem 
Sammlerpaar. Im Schnitt musste in die-
sem Experiment jeder Sammler 10,8 Bil-
der kaufen, d.h. deutlich weniger als beim 
alleine Sammeln. Es müsste prinzipiell 
mit mehr Tauschfreunden immer besser 
werden. Wenn man sehr viele hat, müss-
te man kaum mehr als B Bilder kaufen.
Weiter probierten wir aus, welchen Effekt 
Päckchen haben. Wir würfelten jetzt mit 
zwei Würfeln und berücksichtigten das 
Ergebnis nur, wenn es kein Pasch war. Im 
Schnitt musste in diesem Experiment je-
der Sammler 11,7 Bilder kaufen.

3.2 Wie viele Bilder muss man im Mit-
tel kaufen?
Jetzt wollen wir überlegen, woran es lie-
gen könnte, dass man als Einzelsammler 
so viele Bilder kaufen muss. Wir fangen 
der Einfachheit halber erstmal mit der 
Päckchengröße P =1 an. Man kann das 
Sammeln ebenso wie das Würfeln als 
mehrstufiges Zufallsexperiment in ei-
nem Baumdiagramm veranschaulichen. 
In jedem Schritt gibt es B Möglichkei-
ten, ein Bild zu ziehen. Das ist aber un-
nötig kompliziert, da es gar nicht darauf 
ankommt, welches Bild genau man be-
kommt. Sondern nur, ob es ein Neues 
gibt oder nicht. Fehlen noch x Bilder, so 
kann das nächste Bild entweder neu sein
(Wahrscheinlichkeit ) oder nicht 
(Wahrscheinlichkeit 1- ).

Wir merkten schnell, dass die Auswer-
tung des Baums viel Arbeit bedeutet, da 
er schnell wächst. Man kann sich die Ar-
beit aber etwas vereinfachen, denn man 
kann jede Wahrscheinlichkeit für den 
Kauf des k-ten Bildes auf zwei Wahr-

scheinlichkeiten beim Kauf des vorheri-
gen Bildes zurückführen. Es bleibt aber 
sehr kompliziert, da der Baum ja theore-
tisch unendlich groß werden kann. Wir 
überlegten deshalb, wie lange es dauert, 
falls man eine bestimmte Anzahl von 
Bildern hat, bis man wieder eins einkle-
ben kann. Man kann das Sammeln des 
Albums also immer als Warten auf das 
jeweils nächste neue Bild auffassen, und 
zwar so oft, wie es Bilder gibt. Zu Anfang 
kann man das erste Bild immer ins leere 
Album einkleben, also ist die Wartezeit 
immer genau ein Bild. Wenn man bei  
6 Bildern alle Bilder bis auf eins hat, 
müsste man im Schnitt 6 Bilder warten. 
Aber wie sieht es im k-ten Schritt aus, 
wenn noch x Bilder fehlen? Wir nennen 
die mittlere Wartezeit auf das nächste 
Bild W. Dann erkennt man, dass sie ge-
nau 1 ist, wenn man ein neues Bild zieht 
(also mit der Wahrscheinlichkeit  ). 

Wie groß ist sie aber, wenn man Pech 
hat? Na ja, erst einmal hat man ja 1 Bild 
umsonst gewartet und man muss im 
Mittel noch mal genau solange warten, 
also ergibt sich hier 1+W als mittlere 
Wartezeit, (mit einer Wahrscheinlichkeit 

1-  ). Jetzt muss man insgesamt noch 
den Mittelwert mit den Wahrscheinlich-
keiten bilden und man bekommt 

 

  3 

 Würfelergebnis  

Sammler 1 2 3 4 5 6 Anzahl der 
gesamten Würfe 

8 2 2 2 3 1 1 11 

9 3 1 2 1 3 2 12 

10 2 1 4 1 4 1 13 

Summe 40 19 25 22 20 24 150 

Tabelle 1: Experiment mit einem Würfel: Jede Zahl des Würfels entspricht einem Sammelbild  

3.2 Wie viele Bilder muss man im Mittel kaufen? 
Jetzt wollen wir überlegen, woran es liegen könnte, dass man als Einzelsammler so viele Bilder kaufen muss. 
Wir fangen der Einfacheit halber erstmal mit der Päckchengröße P =1 an. Man kann das Sammeln ebenso wie 
das Würfeln als mehrstufiges Zufallsexperiment in einem Baumdiagramm veranschaulichen. In jedem Schritt 
gibt es B Möglichkeiten, ein Bild zu ziehen. Das ist aber unnötig kompliziert, da es gar nicht darauf ankommt, 
welches Bild genau man bekommt. Sondern nur, ob es ein Neues gibt oder nicht. Fehlen noch x Bilder, so kann 
das nächste Bild entweder neu sein (Wahrscheinlichkeit 𝑋𝑋

𝐵𝐵) oder nicht (Wahrscheinlichkeit 1 − 𝑥𝑥
𝐵𝐵).  

Wir merkten schnell, dass die Auswertung des Baums viel Arbeit bedeutet, da er schnell wächst. Man kann sich 
die Arbeit aber etwas vereinfachen, denn man kann jede Wahrscheinlichkeit für den Kauf des k-ten Bildes auf 
zwei Wahrscheinlichkeiten beim Kauf des vorherigen Bildes zurückführen. Es bleibt aber sehr kompliziert, da 
der Baum ja theoretisch unendlich groß werden kann. 

Wir überlegten deshalb, wie lange es dauert, falls man eine bestimmte Anzahl von Bildern hat, bis man wieder 
eins einkleben kann. Man kann das Sammeln des Albums also immer als Warten auf das jeweils nächste neue 
Bild auffassen, und zwar so oft, wie es Bilder gibt. Zu Anfang kann man das erste Bild immer ins leere Album 
einkleben, also ist die Wartezeit immer genau ein Bild. Wenn man bei 6 Bildern alle Bilder bis auf eins hat, 
müsste man im Schnitt 6 Bilder warten. Aber wie sieht es im k-ten Schritt aus, wenn noch x Bilder fehlen? Wir 
nennen die mittlere Wartezeit auf das nächste Bild W. Dann erkennt man, dass sie genau 1 ist, wenn man ein 
neues Bild zieht (also mit der Wahrscheinlichkeit 𝑥𝑥

𝐵𝐵 ). Wie groß ist sie aber, wenn man Pech hat? Na ja, erst 
einmal hat man ja 1 Bild umsonst gewartet und man muss im Mittel noch mal genau solange warten, also ergibt 
sich hier 1+W als mittlere Wartezeit, (mit einer Wahrscheinlichkeit 1 − 𝑥𝑥

𝐵𝐵 ). Jetzt muss man insgesamt noch den 
Mittelwert mit den Wahrscheinlichkeiten bilden und man bekommt 

𝑊𝑊 =  1 ∙ 𝑥𝑥
𝐵𝐵  +  (1 + 𝑊𝑊) ∙ (1 − 𝑥𝑥

𝐵𝐵)

Das ist die gleiche Rechnung, die wir sonst machen, wenn wir gucken wollen, ob ein Spiel fair ist. W steht auf 
beiden Seiten. Löst man die Gleichung nach W auf, erhält man 

                                                                  𝑊𝑊 =  𝐵𝐵
𝑥𝑥                                                           (1) 

Das ist der Kehrwert der Erfolgswahrscheinlichkeit und ist auch das von uns erwartete Ergebnis. In unserem 
einfachen Beispiel heißt das: Wenn noch x Bilder fehlen, ist die Wartezeit 6/x und die Wahrscheinlichkeit x/6, 
beim nächsten Mal ein neues Bild zu bekommen. Insgesamt ergibt das dann für die mittlere Anzahl der 
benötigten Bilder M  

 𝑀𝑀 = 6/6 + 6/5 + 6/4 + 6/3 + 6/2 + 6/1 =  6 (1 + 1/2 + 1/3 + 1/4 + 1/5 + 1/6)  =  14,7

Das heißt, unser Würfelexperiment aus Tab. 1 ist ziemlich durchschnittlich ausgegangen. Wenn man sich das mit 
B Bildern genauso überlegt, bekommt man 

𝑀𝑀 = 𝐵𝐵
𝐵𝐵 + 𝐵𝐵

𝐵𝐵−1 + 𝐵𝐵
𝐵𝐵−2 +. . . + 𝐵𝐵

3 + 𝐵𝐵
2 + 𝐵𝐵

1  =  𝐵𝐵 (1 + 1
2 + 1

3 + ⋯ + 1
𝐵𝐵−2 + 1

𝐵𝐵−1 + 1
𝐵𝐵)                     (2) 
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			   (1)

Das ist der Kehrwert der Erfolgswahr-
scheinlichkeit und ist auch das von uns 
erwartete Ergebnis. In unserem einfa-
chen Beispiel heißt das: Wenn noch x 
Bilder fehlen, ist die Wartezeit 6/x und 
die Wahrscheinlichkeit x/6, beim nächs-
ten Mal ein neues Bild zu bekommen.
Insgesamt ergibt das dann für die mittle-
re Anzahl der benötigten Bilder M

M = 6/6 + 6/5 + 6/4 + 6/3 + 6/2 + 6/1 =  
6 (1 + 1/2 + 1/3 + 1/4 + 1/5 + 1/6) = 14,7

Das heißt, unser Würfelexperiment aus 
Tab. 1 ist ziemlich durchschnittlich ausge-

Abb. 1: Mittlere Anzahl zu kaufender Bilder M für einen Einzelsammler.
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Abkürzungen und Symbole
B - �Anzahl der Bilder im Album  

(Albumgröße)
P - �Anzahl der Bilder im Päckchen  

(Päckchengröße)
p - �Preis eines Päckchens
K - �Anzahl der Bilder, die ein Sammler 

nachkaufen darf
U - �Anzahl Bilder, die bei Verknappung 

seltener vorkommen

f - �Faktor (mittlere Anzahl zu kaufender 
Bilder durch Albumgröße und Anzahl 
der Freunde)

F - �Anzahl der Freunde (Tauschpartner)
X - �Anzahl fehlender Bilder
W - �Wartezeit bis zum nächsten neuen Bild
K - �Anzahl der bereits gekauften Bilder
W(k,x) - �Wahrscheinlichkeit, dass nach k 

gekauften Bildern noch x fehlen 

b - �Preis eines nachbestellten Bilds 
N - �Anzahl Nichtsammler, die beim 

 Nachkaufen unterstützen
H(B) - �B-te harmonische Zahl
G - �Mittlere Gesamtkosten für ein Album
M - �mittlere Anzahl der Bilder, die zum 

Vervollständigen des Albums notwen-
dig sind

S - �Prozentsatz, mit dem die selteneren 
Bilder noch vorkommen
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Interessant ist der Faktor f, der aussagt, 
welches Vielfache von B man im Mittel 
kaufen muss:
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Die Formel (2) ist die, die auch in Wiki-
pedia steht [2], und die wir jetzt durch 
unser Beispiel verstanden haben. Man 
ahnt schon, dass es teuer ist, alleine zu 
sammeln. Denn wenn einem nur noch 
ein Bild fehlt, muss man nach Formel 
(1) im Schnitt B Bilder kaufen, was für 
die 640 Bilder des WM-Albums 76,80 € 
kosten würde.

Abb. 1 verdeutlicht Formel (2) grafisch. 
Man sieht deutlich, wie stark der Anstieg 
in Abhängigkeit von der Albumgröße ist. 
Formel (3) wird auch als B-te harmoni-
sche Zahl bezeichnet und mit H(B) ab-
gekürzt [4]. Beim WM-Album müsste 
der Einzelsammler im Schnitt etwa 4500 
Bilder kaufen! Und das sind nach Formel 
(3) etwa sieben Mal mehr als die Album-
größe (siehe Abb. 2). Und auch dann 
ist es ja noch nicht mal sicher, dass er 
alle Bilder hat. Deshalb wollen wir jetzt 
überlegen, mit welcher Wahrscheinlich-
keit ein Sammler das Album schon kom-
plett hat, wenn er k Bilder gekauft hat. 
Dazu muss man die Überlegung aus dem 
Baumdiagramm umdrehen: Wir wollen 
jetzt wissen, wie groß die Wahrschein-
lichkeit ist, dass bei k gekauften Bildern 
noch genau x fehlen (siehe Abb. 3).

Dabei erkennt man, dass bei k-1 ge-
kauften Bildern entweder x oder x+1 
Bilder fehlen können, damit nach dem 
nächsten Kauf genau x Bilder fehlen. Be-
zeichnet man diese Wahrscheinlichkeit 
W(k,x), so kann man das auch als Formel 
aufschreiben
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Abb. 2: Verhältnis der mittleren Anzahl zu kaufender Bilder M zur Albumgröße (Faktor f) in Abhän-
gigkeit der Albumgröße.

Abb. 3: Baumdiagramm x Bilder nach k Käufen.

Abb. 4: Wahrscheinlichkeit für ein volles Album bei 36 Sammelbildern mit und ohne Nachkaufen.
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Mit Formel (4) kann man alle Wahr-
scheinlichkeiten berechnen. Besonders 
interessant ist natürlich die Wahrschein-
lichkeit W(k,0), dass das Album nach k 
Bildern komplett ist (siehe Abb. 4). Dort 
haben wir diese Wahrscheinlichkeit für 
ein kleines Sammelalbum mit B = 36 be-
rechnet (blaue Kurve) und außerdem in 
der grünen Kurve noch dargestellt, mit 
welcher Wahrscheinlichkeit man das Al-
bum voll hat, wenn man nur 33 Bilder 
sammeln muss und die letzten 3 nach-
kaufen kann. Wie erwartet, ist der Effekt 
erheblich. Die meisten Sammler werden 
mit etwas über 100 Bildern fertig, was 
ohne Nachkaufen nur die glücklichsten 
Sammler geschafft haben. Bevor wir uns 
das Nachkaufen genauer anschauen, wol-
len wir uns allerdings noch mit der Frage 
beschäftigen, welche Vorteile sich durch 
den Erwerb von Päckchen für den Samm-
ler ergeben.

3.3 Was bringen die Päckchen?
Manche Anbieter garantieren, dass in ei-
nem Päckchen keine doppelten Bilder vor-
kommen. Wir wollen überlegen, wie groß 
der Vorteil für den Sammler dadurch ist.
 
Natürlich hängt der Vorteil von der An-
zahl der Bilder B und der Größe der Päck-
chen P ab. Wir wollen erst einmal ein Bei-
spiel ansehen. Beim WM-Sammelalbum 
ist B = 640 und P = 5. Öffnet man ein 
Päckchen, erhält man zuerst irgendeins 
der 640 Bilder. Die Wahrscheinlichkeit, 
dass das zweite ein anderes ist, ist 639/640. 
Beim dritten Bild ist die Wahrscheinlich-
keit, ein anderes Bild zu erhalten, gleich 
638/640. Setzt man diese Überlegung 
fort, so erhält man

639/640 ∙ 638/640 ∙ 637/640 ∙ 636/640 
≈ 0,984

für die Wahrscheinlichkeit Wunter, dass alle 
Bilder im Päckchen unterschiedlich sind. 
D.h. in etwa 1,6 % der Päckchen sind 
doppelte Bilder.

Allgemein kann man diese Wahrschein-
lichkeit auch so hinschreiben
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Das heißt, wenn die Päckchengröße P 
sehr klein im Verhältnis zur Albumgröße 
B ist, ist der Vorteil für den Sammler nur 

gering. Für unsere Berechnungen spielen 
die Päckchen daher nur eine unwesentli-
che Rolle und wir können die Päckchen-
größe daher vernachlässigen.

Anders ist es bei großen "Päckchen". 
Manchmal wird behauptet, dass in einer 
Box mit fünfhundert Bildern keine dop-
pelten vorkommen. Wenn das stimmen 
würde, wäre es ein großer Vorteil für den 
Sammler.

3.4 Wann lohnt sich das Nachkaufen? 
Man kann einfach einsehen, dass sich 
Kaufen von Bildern fast immer lohnt: 
Wenn noch x Bilder fehlen, müsste man 
nach Formel (1) im Mittel B/x Bilder 
kaufen, um das nächste neue Bild zu be-
kommen. Wenn also B/x mal der Preis 
des Einzelbildes p/P teurer ist als der 
Preis b für die Nachbestellung (  .  > b),  
dann sollte man das Bild besser nachbe-
stellen als weiter zu sammeln. Oder anders 
herum: Wenn das nachgekaufte Bild nicht 
B/x mal teurer ist als das Einzelbild, sollte 
man kaufen.

Beim WM-Album ist das Nachkaufbild 
(ohne Porto etc.) 50 % teurer, also lohnt 
sich das Nachkaufen schon, wenn noch 
zwei Drittel der Bilder fehlen, also ab dem 
214. Bild im Album. Man kann aber offi-
ziell nur 50 Bilder nachkaufen! Den gro-
ßen Effekt kann man auch im Beispiel in 
Abb. 5 deutlich erkennen. Hier haben wir 
das Sammeln des WM-Albums einmal 
mit und einmal ohne Nachkaufen simu-
liert und direkt über den Nummern der 
Bilder ihre Vielfachheiten aufgetragen, 

d.h. wie häufig ein Bild gekommen ist, bis 
das Album gefüllt war bzw. bis man Nach-
kaufen konnte.

Man muss noch bedenken, dass man 
beim Nachkaufen das fehlende Bild sicher 
erhält, während man es beim Sammeln 
nur mit Glück sofort oder mit Pech viel 
später bekommen kann. Dies spricht aus 
unserer Sicht auch noch für das Nachkau-
fen. Das Nachkaufen lohnt sich also fast 
immer. Man kann zwar nur relativ wenige 
Bilder nachkaufen, dies lohnt sich aber, da 
man gerade für die letzten Bilder sehr lan-
ge sammeln muss.

3.5 Simulation
Da die Mathematik für das Tauschen sehr 
kompliziert ist [6] und wir für die gemein-
same Betrachtung des Nachkaufens und 
des Tauschens überhaupt keine Ergebnisse 
gefunden haben, haben wir für die weite-
ren Untersuchungen Programme in R mit 
dem Tool RStudio [7] geschrieben, einer 
kostenlos verfügbaren Programmierspra-
che, die sich besonders für Simulationen 
und deren Auswertung eignet. Z.B. gibt 
es einen Befehl, mit dem man aus einer 
Menge von Zahlen zufällig eine oder meh-
rere ziehen kann, und zwar mit oder ohne 
Doppelte. Dadurch ergeben sich relativ 
einfache Programme.
Grundsätzlich ist unser Simulationspro-
gramm wie folgt aufgebaut: Eine Vari-
able anzahl zählt die Anzahl noch feh-
lender Bilder, und zwar für alle Sammler 
zusammen. bilder ist die Albumgröße, 
paeckchen die Päckchengröße, nachkauf 
bezeichnet die Anzahl der Nachkaufbil-

Abb. 5: Beispiel für die Anzahl der mehrfachen Bilder im WM-Album ohne (rot) und mit (grün) Nach-
kaufen der letzten 50 Bilder.
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der, sammler die Anzahl der Sammler 
und anzahl_paeckchen die Anzahl der ge-
kauften Päckchen. Immer wenn in einem 
Päckchen ein neues Bild ist, wird anzahl 
um Eins verringert, bis so viele Bilder 
gesammelt wurden, dass der Rest von al-
len Sammlern gemeinsam nachgekauft 
werden kann. Die Anzahl der Bilder von 
jedem einzelnen Bild wird in einem Feld 
album[ ] verbucht. Die im Päckchen be-
findlichen Bilder stehen im Feld bild[ ]. 
Wenn man also wissen will, wieviele Bil-
der man schon von dem dritten Bild im 
neuen Päckchen hat, kann man das im 
Programm mit album[bild[3]] finden.  
Unsere Hauptschleife im Programm sieht 
daher so aus:

Solange noch nicht nachgekauft werden 
kann, wiederhole:

• �Zähle die Anzahl der gekauften Päck-
chen hoch

• �Ziehe ein Päckchen
• �Verbuche die Bilder im Album
• �Wenn ein Bild neu ist, d.h. es sind noch 

nicht so viele Bilder gesammelt wie es 
Freunde gibt, zähle die Anzahl der feh-
lenden Bilder im Album um Eins her-
unter.

Jetzt muss man nur noch eine Schleife sch-
reiben, um das Sammeln zu wiederholen 
und eine Auswertung der Versuche, z. B. 
Berechnung des Mittelwerts, und schon 
kann man komplexe Sammelprobleme 
simulieren. Bei den folgenden Simulati-
onen haben wir immer je 1000 Versuche 
durchgeführt.

3.5 Was bringt das Tauschen?
Schon bei unserem ersten Experiment ha-
ben wir gemerkt, dass sich faires Tauschen 
lohnt. Man kann sich das Tauschen auch 
so vorstellen, dass mehrere Sammler zu-
sammen mehrere Alben sammeln. Zuerst 
sammelt der erste Sammler das Album 
voll, sagen wir mal der "große Bruder". 
Wenn er fertig ist, gibt er alle seine dop-
pelten Bilder dem "kleinen Bruder". Der 
hat jetzt natürlich, wie man an Tab. 1 se-
hen kann, einen viel besseren Ausgangs-
punkt. In diesem Beispiel fehlen ihm im 
Schnitt nur noch etwa zwei Bilder statt 
sechs. Allerdings ist die Wartezeit für die 
letzten Bilder höher als für die ersten vier, 
nämlich 9 im Vergleich zu 5,7. Aber wenn 
er fertig ist, hat er wieder Doppelte, die 
er wiederum der "kleinen Schwester" ge-
ben kann, die dann eigentlich einen noch 

besseren Ausgangspunkt haben müsste.
Zuerst simulieren wir das 36-er Sammel-
album und das WM-Album mit einer 
wachsenden Anzahl von Tauschpartnern. 
Um die Übersicht besser zu behalten, 
vergleichen wir nicht die Zahl der benö-
tigten Bilder, sondern die Faktoren f die 
sich aus dem Verhältnis der mittleren 
Anzahl pro Sammler zu kaufender Bilder 
zur Albumgröße ergeben. In Erweiterung 
der Formel (3) teilen wir jetzt also den 
Mittelwert durch die Albumgröße und 
die Anzahl der Sammler. Formel (3) ist 
der Spezialfall für einen Einzelsammler  
(F = 1). Außerdem simulieren wir jeweils 
mit und ohne Nachkaufmöglichkeit. 
Das Ergebnis zeigt Abb. 6. Die Faktoren 
werden mit der Anzahl der Bilder lang-

sam kleiner. Aber bei der Simulation mit 
Nachkauf sind die Faktoren beim 36-
er Sammelalbum und WM-Album fast 
identisch. Das ist überraschend. Zwar ist 
der Prozentsatz der Nachkauf-Bilder fast 
gleich, aber das WM-Spiel hat mehr als 
15-mal so viele Bilder. Ohne Nachkaufen 
ergibt sich zudem ein sehr deutlicher Un-
terschied bei den Faktoren.

Diesen Effekt wollen wir daher syste-
matisch untersuchen. Wir nehmen jetzt 
mehrere verschiedene Albumgrößen und 
unterschiedliche Prozentsätze für Nach-
kaufbilder. Die Ergebnisse in Abb. 7 be-
stätigen unsere erste Vermutung: Der Fak-
tor f  hängt fast nur von dem Prozentsatz 
der Nachkaufbilder ab, aber nicht von der 

Abb. 6: Faktor f in Abhängigkeit von der Anzahl der Sammler mit und ohne Nachkaufen.

Abb. 7: Abhängigkeit des Faktors f von Nachkauf und Albumgröße.
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Größe des Sammelalbums. Dies gilt umso 
besser, je mehr Tauschpartner da sind. 
Nur bei wenigen Tauschpartnern gibt es 
geringe Unterschiede. Damit kann ein 
Sammler also die Fairness eines Albums 
mit diesem Prozentsatz einschätzen, ohne 
komplizierte Berechnungen oder Simula-
tionen machen zu müssen. 

Wir wollen für einen Einzelsammler 
überprüfen, ob die Faktoren wirklich 
unterschiedlich sind oder ob es an der 
Ungenauigkeit unserer Simulation liegt, 
siehe Tab. 2. Hier können wir die Mit-
telwerte und auch den Effekt des Nach-
kaufens exakt berechnen. Denn wir wis-
sen dank Formel (1), welchen Effekt das 
Nachkaufen hat. Wenn man z.B. bei  
50 Bildern zwei nachkaufen darf, spart 
man sich im Schnitt 50 Bilder für das letz-
te Bild und 25 für die vorletzte, also muss 
man nur 2 Bilder kaufen anstatt 75 Bilder. 

Die etwas unterschiedlichen Preise für die 
nachgekauften Bilder haben wir in Tab. 2 
nicht berücksichtigt. Das Ergebnis zeigt, 
dass die Faktoren wirklich unterschiedlich 
sind, das heißt, die Unterschiede kommen 
nicht nur durch die Simulation zustande.
Man kann jetzt den Zusammenhang für 
einen Sammler auch noch theoretisch be-
trachten, denn der Faktor f  beträgt nach 
(3) hier gerade H(B). Wenn man die letz-
ten K Bilder nachkaufen kann, spart man 
also insgesamt B∙H(K) Bilder, wobei wir 
die Zusatzkosten des Nachkaufs erst mal 
vernachlässigen. Außerdem können die 
harmonischen Zahlen gut durch den na-
türlichen Logarithmus angenähert werden 
[4]. Dies bedeutet also, dass der Faktor 
durch Nachkaufen auf
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reduziert wird, d.h. für einen Sammler 
hängt der Faktor wirklich näherungsweise 
nur vom Prozentsatz der Nachkaufbilder 
zur Albumgröße ab.

3.7 Wie teuer ist das Album im Mittel?
Unsere Vermutung erlaubt eine einfache 
Abschätzung der mittleren Kosten eines 
Albums nur mit Hilfe der Grundrechen-
arten. Denn da der Faktor zumindest 
näherungsweise unabhängig von der Al-
bumgröße ist, kann man den Zusammen-
hang zwischen der Anzahl der Sammler, 
dem Anteil der Nachkaufbilder und dem 
Faktor unabhängig von der Albumgröße 
tabellieren, siehe Tabelle 3.

Zusätzlich können wir einen weiteren 
Effekt berücksichtigen, nämlich dass F 
Freunde eine Anzahl N von Nichtsamm-
lern überreden könnten, für sie nachzu-
kaufen. Dies kann für die Sammler sehr 
vorteilhaft sein. Da wir faires Tauschen vo-
rausgesetzt haben, nehmen wir auch hier 
an, dass der Vorteil gerecht geteilt wird, d. 
h. der Prozentsatz K/B wird noch einmal 
durch den Zusatzfaktor (F+N)/F vergrö-
ßert. Um die mittleren Kosten für ein Al-
bum zu bestimmen, muss man zuerst den 
Faktor f mittels Tab. 3 bestimmen, bei 
abweichenden Prozentsätzen z.B. durch 
Interpolation zwischen den Werten. Da-
bei muss man berücksichtigen, dass bei 

uns im Faktor f die Nachkaufbilder mit 
dem einfachen Preis berücksichtigt wur-
den. Dann kann man die Kosten für das 
Album (ohne Berücksichtigung des Nach-
kaufpreises) berechnen. 

Es fehlt jetzt noch der Aufpreis für die 
Nachkaufbilder, der hinzu addiert werden 
muss, insgesamt ergibt sich für die Ge-
samtkosten G eines einzelnen Albums
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	 (7)

Ein Beispiel soll dies demonstrieren:  
Für das WM-Album nehmen wir an, dass 

Albumgröße  25 50 100 200 400

Nachkaufbilder 1 2 4 8 16

mittlere Anzahl Bilder  
ohne Nachkauf

95,4 225 518,7 1175,6 2628

Mittlere Anzahl gesparter 
Bilder durch Nachkauf

25 75 179,2 543,6 1352,3

Mittlere Anzahl Bilder  
mit Nachkauf

71,4 152 343,5 640 1291,7

Faktor 2,86 3,04 3,43 3,2 3,23

Tab. 2: Nachkaufen bei einem Sammler.

Tab. 3: Faktor f in Abhängigkeit von der Anzahl Sammler F und dem Anteil der Nachkaufbilder K/B.

Prozentsatz der Nachkaufbilder K/B

Anzahl der 
Sammler F 4 % 8 % 12 % 16 % 20 % 24 %

1 3,1 2,52 2,19 1,96 1,79 1,65

2 2,16 1,81 1,61 1,48 1,39 1,31

3 1,83 1,57 1,42 1,32 1,25 1,2

4 1,65 1,44 1,32 1,25 1,18 1,14

5 1,55 1,36 1,26 1,19 1,14 1,11

6 1,47 1,3 1,21 1,16 1,11 1,09

7 1,41 1,26 1,18 1,14 1,09 1,07

8 1,37 1,23 1,16 1,12 1,08 1,06

9 1,33 1,21 1,14 1,1 1,07 1,05

10 1,31 1,19 1,13 1,09 1,06 1,04

20 1,17 1,09 1,06 1,04 1,02 1,01

50 1,08 1,03 1,02 1,01 1 1

100 1,04 1,02 1,01 1 1 1

1000 1,02 1,01 1 1 1 1
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F = 3 Freunde gemeinsam sammeln. Der 
Nachkaufprozentsatz beträgt etwa 8 %, 
aus Tab. 3 ermitteln wir f = 1,57. Da-
mit kostet das Album in guter Überein-
stimmung mit [5] im Mittel etwa 123 €. 
Überreden die Freunde jetzt einen Nicht-
sammler (N =1), für sie 50 Extrabilder 
nachzukaufen, so erhöht sich der Prozent-
satz auf 10,6 %, näherungsweise ermit-
teln wir f = 1,47. Wir müssen jetzt aber 
berücksichtigen, dass jeder Sammler etwa 
K = 67 Bilder nachkaufen (und bezahlen) 
muss, und erhalten etwa 117 € als mittlere 
Kosten für das Album. Hätte der Anbieter 
wie einige andere einen Nachkaufprozent-
satz von 16 % angeboten, d.h. 100 Bilder 
pro Sammler, so wäre f = 1,32, so hätte das 
Album nur 107 € gekostet (N = 0). Zum 
Vergleich kostet das Album zur EM 2016 
für einen Einzelsammler 676 €, mit Nach-
kaufen 257 €, bei einer Sammelgemein-
schaft mit 3 Freunden noch 157 € und 
unter Zuhilfenahme eines Nichtsammlers 
nur noch 148 €.

3.8 Lohnt sich Betrug für die Hersteller?
Es wird oft behauptet, dass manche Bilder 
viel seltener vorkommen [8]. Manchmal 
meinen Sammler auch, dass die Anbieter 
betrügen, um damit mehr Geld zu verdie-
nen. Die Hersteller streiten das natürlich 
ab. Wir haben schon beim ersten Experi-
ment gesehen, dass es für viele Sammler so 
aussehen mag, als ob einige Bilder seltener 
vorkommen. Aber in unseren Experimen-
ten war das reiner Zufall. Um zu entschei-
den, wer Recht hat, müsste man sehr viele 
Bilder sammeln oder die Hersteller kon-
trollieren. DER SPIEGEL [9] hat solche 
Untersuchungen schon gemacht, aber die 
Effekte traten nicht in allen Ländern auf, 
d.h. es könnten auch z.B. Produktions-
probleme die Ursache sein. Solche um-
fangreichen Untersuchungen können wir 
in unserer Arbeit nicht leisten. Aber wir 
können überlegen, was ein Betrug dem 
Hersteller bringt, d.h. ob es sich lohnt, 
und ob er einem einzelnen Sammler oder 
wenigen Tauschpartnern schon auffallen 
würde.

Es gibt natürlich viele verschiedene Mög-
lichkeiten für einen Betrug. Wir nehmen 
hier an, dass der Hersteller einfach gewisse 
Bilder seltener druckt, aber alle Bilder gut 
mischt. Um es für uns übersichtlicher zu 
machen, sollen die Bilder mit den Num-
mern 1,..., U seltener vorkommen. Diese 
Bilder sollen alle gleichmäßig um einen 
Faktor S seltener sein. Wenn also S = 0,1 

gilt, kommen die ersten U Bilder nur 
noch mit 10 % Häufigkeit vor.

Wir simulieren für einen Sammler für das 
WM-Album mit 640 Bildern die mittlere 
Anzahl zu kaufender Bilder bei verschie-
denen Anzahlen seltener vorkommender 
Bilder U und unterschiedlichen Faktoren 
S (siehe Abb. 8). Daher wollen wir jetzt 
prüfen, wie gut man einen Betrug erken-
nen könnte. Wir simulieren einen Betrug 
mit U = 100 Bildern, die auf 50 % bzw. 
10 % vermindert werden (siehe Abb. 9), 
und vergleichen die Ergebnisse mit einer 
Simulation ohne Betrug. Allerdings sor-
tieren wir die Bilder nach der Anzahl der 
mehrfachen Bilder, d.h. die Bildnummern 
von 1 bis 640 werden in der Reihenfolge 

der Vielfachheit der gesammelten Bilder 
sortiert. D.h. Vielfachheit Null heißt, dass 
diese Bilder nachgekauft werden mussten, 
hier sind alle Kurven gleich. Vielfach-
heit Eins heißt, dass diese Bilder genau 
einmal vorhanden waren usw. Bei 50 % 
Verringerung gibt es schon deutlich mehr 
Doppelte (orange Kurve). Bei Verringe-
rung auf 10 % steigt der Effekt deutlich 
an (rote Kurve). Wir meinen, dass der 
Betrug in einem solchen Fall auffällt und 
gut nachweisbar wäre, auch wenn man 
vorab nicht wüsste, welche 100 Bilder sel-
tener vorkommen. Wir meinen, dass zu-
mindest ein Betrug im großen Stil für die 
Hersteller nicht sinnvoll ist, da die Gefahr, 
erwischt zu werden, zu groß ist. In so ei-
nem Fall wäre der Image-Schaden mögli-

Abb. 8: Mittlere Anzahl zu kaufender Bilder bei Betrug (WM Sammelalbum).

Abb. 9: Beispiel für Betrug mit U = 100 Bildern und S = 1 (grün), S = 0,5 (orange) bzw. S = 0,1 (rot).
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cherweise so groß, dass das ganze Geschäft 
gefährdet wäre. Wenn der Hersteller mehr 
Gewinn machen möchte, hätte er dazu 
einfachere Möglichkeiten, wie z.B. Ver-
ringerung der Anzahl der Nachkaufbilder 
oder Erhöhung der Albumgröße. Manche 
Alben enthalten sowieso schon einige sel-
tener vorkommende Bildergruppen, wie 
z.B. Glitzerbilder.

4 Diskussion und Ausblick
Wir haben bei unseren Untersuchungen 
verstanden, warum der Verkauf von Sam-
melbildern ein großes Geschäft ist. Man 
muss ein Vielfaches an Bildern sammeln, 
um sein Album komplett zu haben (sie-
he Formel (3)). Nicht nur der Mittelwert 
der zu kaufenden Bilder ist groß, gleich-
zeitig ist auch die Streuung sehr groß 
(siehe Abb. 4). Schon bei einem kleinen 
Sammelalbum mit 36 Bildern muss man 
im Mittel als Einzelsammler mehr als 150 
Bilder kaufen, und auch bei 200 Bildern 
ist die Wahrscheinlichkeit nur 90 %, dass 
das Album vollständig ist. Abhilfe schafft 
hier nur das Tauschen mit möglichst vie-
len Freunden, sowie das Nachkaufen von 
Bildern (siehe Abb. 6). Beides ist aber 
nur begrenzt möglich. Ansonsten wäre 
die optimale Strategie, mit unendlich 
vielen Freunden fair zu tauschen. Prak-
tisch ist es daher optimal, mit möglichst 
vielen Freunden fair zu tauschen und die 
vom Hersteller gebotenen Nachkaufmög-
lichkeiten am Ende voll auszuschöpfen. 
Oder man überredet Nicht-Sammler zum 
Nachkaufen, d.h. man vervielfacht die 

Nachkaufbilder (jedenfalls solange Nach-
kaufen günstiger ist, vgl. Abschnitt 3.4).

Der Effekt der Päckchen ist eher gering 
einzuschätzen. Nach unseren Simulati-
onen glauben wir auch nicht, dass es für 
die Hersteller reizvoll ist zu betrügen, da 
sie sonst ihr gutes Geschäft gefährden 
würden (siehe Abb. 8 und 9). Sie können 
ihren Gewinn auch gefahrlos vergrößern, 
indem sie die Albumgröße vergrößern 
oder weniger Bilder nachkaufen lassen. In 
unseren Experimenten sind immer einige 
Bilder selten vorgekommen (siehe Tab. 1 
und Abb.  5). Daher kann es für viele 
Sammler so aussehen, als wenn einige Bil-
der knapper wären. Dies kann aber auch 
reiner Zufall sein.

Wir haben auch gemerkt, dass die Mathe-
matik hinter dem Sammelproblem recht 
kompliziert ist. Viele Ergebnisse in der 
Fachliteratur [2,6] konnten wir nicht ein-
mal ansatzweise verstehen, da sie weit über 
die Schulmathematik hinausgehen. Mit 
sehr viel Aufwand hätten wir noch Formel 
(4) verallgemeinern und programmieren 
können, aber hier war es einfacher, die Er-
gebnisse durch Simulation zu bekommen. 
Die Simulation hat uns sehr geholfen, da 
wir damit die Ergebnisse zumindest prak-
tisch nachvollziehen konnten. Interessan-
terweise haben wir durch die Simulation 
auch ein überraschendes Ergebnis gefun-
den (siehe Abb. 7). Wir haben daraufhin 
die Schweizer Forscher sowie weitere Wis-
senschaftler, die laut Wikipedia [2] auf 

diesem Gebiet forschen, kontaktiert, ob 
ihnen unser Ergebnis bekannt ist [1]. Fünf 
der Wissenschaftler kannten das Ergebnis 
nicht, einer hat nicht geantwortet.

Auch erlaubt unsere Vermutung eine ein-
fache Abschätzung der mittleren Kosten 
eines Sammelalbums nur mit Grundre-
chenarten (vgl. Formel (7)). Durch Bei-
spiele wurde die Nützlichkeit nachgewie-
sen.

Wir konnten die Korrektheit unserer Ver-
mutung für den Spezialfall eines Samm-
lers nachweisen, aber nicht für den allge-
meinen Fall.
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Informationsübertragung mit dem Polarisationszustand des Lichtes

Der Dreh mit dem Licht

Das rasant wachsende Datenaufkommen stellt die IT-Industrie vor große Herausforderungen. Vor dem 
Hintergrund entwickelten wir einen Ansatz, der die Datenübertragungsrate in Glasfasern erhöht. Es 
konnte gezeigt werden, dass die gezielte Drehung der Polarisationsebene (Schwingungsebene) des 
Lichtes ein erhebliches Potenzial in sich trägt.
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1 Einleitung
Die digitale Datenübertragung über 
große Distanzen ist ein Schwerpunkt 
der heutigen Telekommunikations-
branche. Jeden Tag werden wachsende 
Datenmengen in einem so unfassbaren 
Umfang übertragen und zugestellt, dass 
ein Ausbau unseres Datennetzes unab-
dingbar ist. Der Wunsch nach schnel-
lem Internet stellt die Provider auf der 
ganzen Welt vor Herausforderungen.

Mit dem Aufkommen der optischen 
Übertragungstechnologie in Glasfa-
sern ist man in den letzten Jahren den 
steigenden Kupferpreisen und den ste-
tig anwachsenden Leiterquerschnitten 
entgegengetreten. Doch die Nachfra-
ge wächst weiter und ein Ende dieses 
Trends ist noch nicht in Sicht. Auf-
grund dieser Gegebenheit beschäftig-
ten wir uns damit, wie man die heutige 
digitale Informationsübertragung in 

Glasfaserkabeln modifizieren könnte. 
Unser Ansatz ist es dabei, das binäre 
System des Datentransfers per Licht-
leitfaser um weitere Zustände zu er-
gänzen. So war es unsere Überlegung, 
durch den Einsatz von linear polarisier-
tem Licht die Information pro Lichtim-
puls zu vervielfachen. Vorrangig soll 
dabei der Polarisationszustand mithil-
fe des Faraday-Effektes eingestellt und 
verändert werden. Weiterhin soll ein 
Analysator (Polarisationsfilter), der in 
die Empfangsanlage integriert ist, das 
ankommende Licht in verschiedene In-
tensitätsstadien differenzieren, um auf 
die Polarisation schließen zu können. 

Informationsträger ist somit der Vektor 
der Polarisationshauptachse des linear 
polarisierten Lichtes, welcher um einen 
bestimmten Winkel gegenüber einem 
Referenzwert verdreht ist. Damit wäre 
es möglich, den Informationsgehalt pro 

Signal durch viele verschiedene Ab-
stufungen zu steigern. Der Effekt der 
Faraday-Drehung in Glasfasern spielt 
bereits bei einigen anderen Anwendun-
gen eine Rolle, wie zum Beispiel bei 
der faseroptischen Strommessung. Die 
Funktionsweise des Strommessers be-
ruht darauf, dass bei einem Stromfluss 
durch einen Leiter ein Magnetfeld er-
zeugt wird. 
Dieses dreht die Polarisationsebene des 
Lichtes in einer Glasfaser, um einen be-
stimmten Winkel und somit wird die 
durch den Analysator ankommende 
Intensität am Ende der Lichtleitfaser 
verändert. Durch diese Intensitätsände-
rung kann man nun Rückschlüsse auf 
die Stromstärke ziehen [10].

Eine weitere Anwendung bei der zu 
Spulen gewickelte Glasfasern aber 
wieder für einen ganz anderen Effekt 
genutzt werden, ist ein sehr genauer 
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Rotationssensor. Der Sensor reagiert 
sehr empfindlich auf kleinste Winkel-
geschwindigkeiten und kann damit auf 
Bruchteile eines Grades pro Stunde ge-
nau Drehungen detektieren.

2 Theorie
2.1 Definition von Akzeptanzwinkel 
und numerischer Apertur
Aufgrund der auftretenden Totalreflexi-
on (vollständige Reflexion von Licht an 
Grenzflächen verschieden optisch dich-
ter Stoffe) innerhalb von Lichtleitern 
werden nur Strahlen, die in einem be-
stimmten Winkel eingestrahlt werden, 
zu weiterführenden Strahlen. Der dabei 
größtmögliche Einstrahlungswinkel in 
die Glasfaser wird als Akzeptanzwin-
kel θ bezeichnet. Dessen Berechnung 
sieht wie folgt aus, wobei nK und nM die 
Brechzahlen von Kern und Mantel dar-
stellen: ([1] S. 2 bis 3)

𝜃𝜃 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎( 𝑛𝑛*+ − 𝑛𝑛-+ )	

Üblicherweise	wird	aber	dessen	Sinus,	die	numerische	Apertur	AN	verwendet:	

𝐴𝐴0 = 𝑛𝑛*+ − 𝑛𝑛-+ 	

	

2.2	Betrachtung	der	Lichtleitung	durch	Glasfaserkabel	in	der	Wellenoptik	
Aufgrund	der	Welleneigenschaft	des	Lichtes	tritt	innerhalb	aller	Lichtleiter	Interferenz	auf.	
Die	Anzahl	der	dabei	entstehenden	Maxima	ist	unter	anderem	von	dem	Einfallswinkel	des	
Lichtes	abhängig.	Gleichzeitig	entsteht	durch	die	Reflexion	des	Lichtes	an	der	Grenzfläche	
zwischen	Kern-	und	Mantelglas	eine	Phasenverschiebung	des	Lichtes	aufgrund	der	lateralen	
Ausdehnung	der	elektromagnetischen	Welle.	Wenn	diese	Verschiebung	ein	Vielfaches	von	
der	Wellenlänge	des	Lichtes	λ	darstellt,	so	können	die	miteinander	interagierenden	
Wellenanteile	eine	gemeinsame	Wellenfront	in	Ausbreitungsrichtung	aufbauen.	Diese	
beschriebene	Konstellation	wird	als	ausbreitungsfähige	Mode	bezeichnet,	wenn	der	
Einfallswinkel	kleiner	als	der	Winkel	der	Totalreflexion	ist.	Somit	ist	die	Modenanzahl	
begrenzt.(	[1]	S.	4	bis	5)	Für	spätere	Betrachtungen	wird	dabei	die	sogenannte	normierte	
Frequenz	wie	folgt	definiert:	.(	[1]	S.	5	bis	6)	
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mit	λ=	Wellenlänge	der	Strahlung	und	a=	Kernradius	

	

2.3	Eigenschaften	einer	Multimode-Glasfaser	
Eine	Multimode-Glasfaser	mit	Stufenprofil	ist	eine	Faser,	die	im	Modell	aus	einem	Kern	mit	
einer	großen	Brechzahl	und	einem	Mantel	mit	einer	kleinen	Brechzahl	besteht.	Im	Gegensatz	
zum	Gradientenprofil,	welches	hier	nur	kurz	zu	erwähnen	ist,	sind	die	Brechzahlen	innerhalb	
von	Mantel	und	Kern	konstant	und	bei	der	Grenzfläche	zwischen	Mantel	und	Kern	handelt	es	
sich	um	einen	abrupten	Brechzahlsprung.	Sendet	nun	eine	Lichtquelle	einen	Lichtimpuls	
durch	eine	Multimode-Faser,	so	teilt	sich	die	Gesamtleistung	des	Impulses	aufgrund	der	
Einstrahlung.	in	die	verschiedenen	Moden	auf.	Dadurch	legen	nun	die	verschiedenen	Anteile	
des	Lichtimpulses	verschiedene	Wege	zurück,	wodurch	es	zu	einer	Streckung	des	Pulses	
sowie	einer	Verringerung	der	Pulshöhe	kommt.	Dieser	Effekt	wird	als	Modendispersion	
bezeichnet.	.(	[1]	S.7)	Die	Wirkung	der	Modendispersion	ist	dabei	auch	von	der	Anzahl	N	der	
ausbreitungsfähigen	Moden	abhängig.	

Diese	lässt	sich	mithilfe	der	oben	definierten	normierten	Frequenz	bestimmen:	(exakt	für	
große	Werte,	annähernd	genau	für	kleine)	([1]	S.	8).	
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2.2 Betrachtung der Lichtleitung 
durch Glasfaserkabel in der Wel-
lenoptik
Aufgrund der Welleneigenschaft des 
Lichtes tritt innerhalb aller Lichtleiter 
Interferenz auf. Die Anzahl der dabei 
entstehenden Maxima ist unter ande-
rem von dem Einfallswinkel des Lichtes 
abhängig. Gleichzeitig entsteht durch 
die Reflexion des Lichtes an der Grenz-
fläche zwischen Kern- und Mantelglas 
eine Phasenverschiebung des Lichtes 
aufgrund der lateralen Ausdehnung 
der elektromagnetischen Welle. Wenn 
diese Verschiebung ein Vielfaches von 
der Wellenlänge des Lichtes λ darstellt, 
so können die miteinander interagie-
renden Wellenanteile eine gemeinsame 
Wellenfront in Ausbreitungsrichtung 
aufbauen. 

Diese beschriebene Konstellation wird 
als ausbreitungsfähige Mode bezeich-
net, wenn der Einfallswinkel kleiner 
als der Winkel der Totalreflexion ist. 
Somit ist die Modenanzahl begrenzt.
([1] S. 4 bis 5) Für spätere Betrach-
tungen wird dabei die sogenannte nor-
mierte Frequenz wie folgt definiert:  
([1] S. 5 bis 6)

𝜃𝜃 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎( 𝑛𝑛*+ − 𝑛𝑛-+ )	
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2.3	Eigenschaften	einer	Multimode-Glasfaser	
Eine	Multimode-Glasfaser	mit	Stufenprofil	ist	eine	Faser,	die	im	Modell	aus	einem	Kern	mit	
einer	großen	Brechzahl	und	einem	Mantel	mit	einer	kleinen	Brechzahl	besteht.	Im	Gegensatz	
zum	Gradientenprofil,	welches	hier	nur	kurz	zu	erwähnen	ist,	sind	die	Brechzahlen	innerhalb	
von	Mantel	und	Kern	konstant	und	bei	der	Grenzfläche	zwischen	Mantel	und	Kern	handelt	es	
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Einstrahlung.	in	die	verschiedenen	Moden	auf.	Dadurch	legen	nun	die	verschiedenen	Anteile	
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große	Werte,	annähernd	genau	für	kleine)	([1]	S.	8).	
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mit λ = Wellenlänge der Strahlung und  
a = Kernradius

2.3 Eigenschaften einer Multimode-
Glasfaser
Eine Multimode-Glasfaser mit Stufen-
profil ist eine Faser, die im Modell aus 
einem Kern mit einer großen Brechzahl 
und einem Mantel mit einer kleinen 
Brechzahl besteht. Im Gegensatz zum 
Gradientenprofil, welches hier nur kurz 
zu erwähnen ist, sind die Brechzahlen 
innerhalb von Mantel und Kern kon- 
stant und bei der Grenzfläche zwischen 
Mantel und Kern handelt es sich um ei-
nen abrupten Brechzahlsprung. Sendet 
nun eine Lichtquelle einen Lichtimpuls 
durch eine Multimode-Faser, so teilt 
sich die Gesamtleistung des Impulses 
aufgrund der Einstrahlung in die ver-
schiedenen Moden auf. 

Dadurch legen nun die verschiedenen 
Anteile des Lichtimpulses verschiedene 
Wege zurück, wodurch es zu einer Stre-
ckung des Pulses sowie einer Verringe-
rung der Pulshöhe kommt. 

Dieser Effekt wird als Modendispersion 
bezeichnet ([1] S. 7). Die Wirkung der 
Modendispersion ist dabei auch von der 
Anzahl N der ausbreitungsfähigen Mo-
den abhängig.

Diese lässt sich mithilfe der oben de-
finierten normierten Frequenz bestim-

men: (exakt für große Werte, annä-
hernd genau für kleine) ([1] S. 8).
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Ein weiterer Effekt der Existenz von 
Moden ist, dass jede Mode ihre ei-
gene Polarisationseigenschaft besitzt. 
Dadurch teilt sich der anfängliche Po-
larisationszustand auf die Moden auf, 
wodurch am Ende der Faser das Mittel 
aller Polarisationen der Moden keine 
Vorzugsrichtung mehr besitzt. Daher 
wird der ursprüngliche Polarisationszu-
stand in eine Fülle von Polarisationszu-
ständen umgewandelt, welche, genauso 
wie unpolarisiertes Licht, keine ein-
deutige Polarisationseigenschaft mehr 
aufweisen. In Abb. 1 ist das Verhalten 
der Moden sowie die Modendispersion 
dargestellt: ([1] S. 7)

2.4 Eigenschaften einer Monomode-
Faser
Um die Problematik der Modendisper-
sion sowie unerwünschte Interferenz- 
erscheinungen zu  umgehen, hat man 
Monomode-Fasern entwickelt. Diese 
besitzen für bestimmte Frequenzen nur 
eine Mode. Um zu einer einmodigen 
Faser zu gelangen, muss die sogenannte 
normierte Frequenz verringert werden, 
damit die Anzahl N der ausbreitungsfä-
higen  Moden gleich 1 ist. 

Dabei ergibt sich aus der oben beschrie-
benen Formel für N, dass V ≤2 (Stu-
fenprofil) gilt. Genauere wellentheo-
retische Berechnungen liefern für eine 

Abb. 1: Modendispersion bei Multimode-Fasern. P(t) Diagramm links: Intensität an der Lichtquelle, 
P(t) Diagramm rechts: Intensität am Detektor (aus [1]).
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Monomode-Faser mit Stufenprofil die 
Forderung: ([1] S. 9)

	

Ein	weiterer	Effekt	der	Existenz	von	Moden	ist,	dass	jede	Mode	ihre	eigene	
Polarisationseigenschaft	besitzt.	Dadurch	teilt	sich	der	anfängliche	Polarisationszustand	auf	
die	Moden	auf,	wodurch	am	Ende	der	Faser	das	Mittel	aller	Polarisationen	der	Moden	keine	
Vorzugsrichtung	mehr	besitzt.	Daher	wird	der	ursprüngliche	Polarisationszustand	in	eine	
Fülle	von	Polarisationszuständen	umgewandelt,	welche,	genauso	wie	unpolarisiertes	Licht,	
keine	eindeutige	Polarisationseigenschaft	mehr	aufweisen.	In	Abb.	1	ist	das	Verhalten	der	
Moden	sowie	die	Modendispersion	dargestellt:	([1]	S.	7)	

	

	

Abb.1:	Modendispersion	bei	Multimode-Fasern	P(t)	Diagramm	links:	Intensität	an	der	
Lichtquelle,	P(t)	Diagramm	rechts:	Intensität	am	Detektor	(aus	[1])	

	

2.4	Eigenschaften	einer	Monomode-Faser	
Um	die	Problematik	der	Modendispersion	sowie	unerwünschte	Interferenzerscheinungen	zu		
umgehen,	hat	man	Monomode-Fasern	entwickelt.	Diese	besitzen	für	bestimmte	Frequenzen	
nur	eine	Mode.	Um	zu	einer	einmodigen	Faser	zu	gelangen,	muss	die	sogenannte	normierte	
Frequenz	verringert	werden,	damit	die	Anzahl	N	der	ausbreitungsfähigen		Moden	gleich	1	ist.	
Dabei	ergibt	sich	aus	der	oben	beschriebenen	Formel	für	N,	dass	𝑉𝑉 ≤ 2	(Stufenprofil)	gilt.	
Genauere	wellentheoretische	Berechnungen	liefern	für	eine	Monomode-Faser	mit	
Stufenprofil	die	Forderung:(	[1]	S.	9)	

	

𝑉𝑉 ≤ 	2,405	

	

Da	aber	V~a λ	gilt,	existiert	eine	Grenzwellenlänge	λc	für	den	Monomodenbetrieb.	Wird	
diese	unterschritten,	so	können	sich	mehrere	Moden	ausbilden,	welche	die	Vorzugsrichtung	
der	Polarisationen	durch	ihre	unterschiedlichen	Polarisationseigenschaften	ausgleichen.	([1]	
S.	9)	

Da aber V~ a ⁄ λ gilt, existiert eine 
Grenzwellenlänge λc für den Monomo-
denbetrieb. Wird diese unterschritten, 
so können sich mehrere Moden aus-
bilden, welche die Vorzugsrichtung der 
Polarisationen durch ihre unterschied-
lichen Polarisationseigenschaften aus-
gleichen. ([1] S. 9)

2.5 Hochdoppelbrechende Monomo-
de-Fasern
Die Polarisation des Lichtes lässt sich 
in zwei zu einander senkrecht stehen-
de Vektoren in Richtung der Kernex-
tremitäten (Minima und Maxima des 
Kernradius) zerlegen. Diese beiden 
Vektoren spielen innerhalb von Glas-
fasern eine große Rolle. Wird nun ein 
linear polarisierter Lichtimpuls in eine 
Monomode-Faser entsendet, so besit-
zen diese beiden beschriebenen Vek-
toren die gleiche Geschwindigkeit, 
solange der Kern der Faser nicht de-
formiert worden ist. Damit kommt der 
Lichtimpuls auch geschlossen an und 
es kommt nicht zur Dispersion. Ist je-
doch der Kern nur leicht elliptisch ge-
formt, wie es in der Realität meist der 
Fall ist, so breiten sich die beiden Teil-
polarisationen entlang der Faser nicht 
gleich schnell aus und so kommt es  
zur Polarisationsmodendispersion. 

Daraus resultiert eine zeitliche Ver-
schiebung der Polarisationen. Die-
ser Effekt (siehe Abb. 2) sieht ver-
einfacht dargestellt wie in Abb. 2  
([1] S. 10)

Um diesen Effekt zu umgehen, hat 
man sogenannte polarisationserhalten-
de Glasfasern entwickelt. Bei diesen 
Fasern werden gezielt Spannungen in-
nerhalb der Faser erzeugt. Dies erreicht 
man durch eine schon vorhandene El-
lipsenform des Kerns oder durch das 
Einfügen von anderem Glasmaterial in 
die Mantelregion. Durch dieses gezielte 
Erzeugen von Spannungen erscheinen 
sämtliche äußere Einflüsse als klein, wo-
durch diese die Polarisationseigenschaft 
des Lichtes kaum beeinflussen. Damit 
kann die Polarisation des Lichtimpulses 
erhalten bleiben. Gleichzeitig werden 
die Fasern durch die Spannungselemen-

te hochdoppelbrechend. In Abb. 3 sind 
einige Modelle polarisationserhaltender 
Fasern im Querschnitt zu erkennen: 
([1} S. 10 bis 11). An den Fasern ist zu 
erkennen, dass sie zusätzliche Elemente 
oder Deformationen  besitzen, welche 
gezielt Spannungen erzeugen. Nachtei-
lig dabei ist jedoch, dass die Faser nur 
entlang dieser Spannungen polarisati-
onserhaltend wirkt. Dadurch muss man 
im richtigen Winkel einkoppeln, damit 
es nicht zur Polarisationsdispersion 
kommt. Für eine Bow-Tie-Faser bedeu-
tet dies, dass nur polarisiertes Licht mit 
der Orientierung der in Abb. 3 einge-
zeichneten Ebenen eingekoppelt wer-
den kann, damit die polarisationserhal-
tende Wirkung der Faser nicht verloren 
geht. Vor allem die dafür nötige Prä-
zision ist beim Einkoppeln schwer zu 
erreichen. Aufgrund dessen, dass diese 
Fasern jedoch nur für eine bestimmte 
Einkopplung polarisationserhaltend 
sind, bezeichnen wir sie im Folgenden 
als hochdoppelbrechende Fasern ([1]  
S. 10 bis 11).

3 Vorgehen
Um die Übertragungsrate in Lichtleit-
fasern zu steigern, ist unser Ansatz, das 
binäre System des Datentransfers per 
Lichtleitfaser um weitere Zustände zu 
ergänzen. Die zentrale Frage hierbei ist, 
ob es möglich ist, die Übertragungs-
technik in Glasfasern durch Codieren 
von Informationen im Polarisations-
zustand des transmittierten Lichtes 
zu modifizieren. Dementsprechend 
müssen wir uns dabei den folgenden 
Problemen widmen. Einerseits muss 
es gelingen, einen Versuchsaufbau zu 
realisieren, der es ermöglicht, die Pola-
risationserhaltung sowie den Faraday-
Effekt in Glasfasern zu untersuchen. 
Andererseits ist es das Ziel, die Faraday-
Rotation zu detektieren und damit auf 
den übermittelten Wert zu schließen.

3.1 Polarisationserhaltung
Für linear polarisiertes Licht gilt nach 
dem Gesetz von Malus:
I(α) ~ cos2 (α)
Dabei ist α der Winkel zwischen der 

Abb. 2: Polarisationsdispersion bei Monomode-Fasern (aus [1]).

Abb. 3: Hochdoppelbrechende Fasern im Querschnitt. a) nicht doppelbrechende Standardfaser  
b) Faser mit elliptischen Kern c) Bow-Tie Faser d) Panda Faser.
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Durchlasspolarisationsrichtung des Po-
larisators und der Polarisationsebene 
des einfallenden Lichts [8] und I die 
Intensität des transmittierten Lichtes. 
Wird die Polarisation von der Faser 
erhalten, so trifft linear polarisiertes 
Licht auf den Analysator und die Mess-
werte verhalten sich entsprechend des 
Gesetzes von Malus. Das hat zur Fol-
ge, dass sich bei polarisiertem Licht die 
transmittierte Intensität beim Drehen 
des Analysators ändert. 

Für unseren Ansatz ist es entscheidend, 
dass die Polarisation des Lichtes beim 
Durchlaufen der Faser erhalten bleibt. 
Dafür untersuchten wir verschiedene 
Fasern auf ihre Polarisationserhaltung.

3.1.1 Experimente mit einer Multi-
mode-Faser
Neben technischen Geräten aus 
dem Schulbestand benutzten wir 
für unseren Aufbau weitere spezi-
elle Apparaturen. Von einem loka-
len Unternehmen wurde uns eine  
Faser (Hersteller: j-fiber, Herstellerbe-
zeichnung: FSQA01-20024022) be-
reitgestellt, die einen sehr breiten Kern 
besitzt. Wir hofften, dass ein großer 
Kern das lichtstarke Einkoppeln er-
leichtern würde.

In die 25 m lange Glasfaser wurde das 
Licht eines Laserpointers (Wellenlän-
ge 532 nm) eingekoppelt. Zwischen 
Laserpointer und Glasfaser positio-
nierten wir in den Strahlengang einen 
Polarisator (Hersteller: Newport, Her-
stellerbezeichnung: 20LP-VIS-B), um 
das Licht linear zu polarisieren. Der 
ausgekoppelte Strahl traf auf einen 
Analysator (baugleich mit dem Polari-
sator) und danach auf eine Fotodiode 
mit Leistungsmesser. Als wir den Laser 
in Betrieb nahmen und den Analysator 
drehten, war keine Leistungsänderung 
messbar. Der Versuch wurde mehrmals 
wiederholt mit dem gleichen Ergebnis.

Die Multimode-Faser erhält – wie er-
wartet - den Polarisationszustand des 
Lichtes also nicht. Ursache dafür ist die 
Existenz von rund 26.500 Moden (er-
rechnet nach N = v2/2) für die von uns 
verwendete Lichtleitfaser, welche auf-
grund ihrer unterschiedlichen Polarisa-
tionseigenschaften die Vorzugsrichtung 
der Polarisationen ausgleichen.

3.1.2 Experimente mit Monomode-
Fasern
Für alle weiteren experimentellen Un-
tersuchungen verwendeten wir einen 
HeNe-Gaslaser (Hersteller: Carl-Zeiss 
Jena, Herstellerbezeichnung: HN40P-1), 
welcher Licht der Wellenlänge 633 nm 
emittiert. 

Da Multimode-Fasern die Polarisation 
nicht erhalten, untersuchten wir nun 
Monomode-Fasern. Dabei verwen-

deten wir eine hochdoppelbrechende 
Faser Hersteller: Thorlabs, Hersteller-
bezeichnung: PM460-HP) und eine 
Monomode-Faser (Hersteller: Thorlabs, 
Herstellerbezeichnung: SM 450) ohne 
Spannungselemente, die uns das Leib-
niz-Institut für Photonische Technolo-
gien Jena (IPHT) zur Verfügung stellte. 

Wichtig für unseren Versuch mit der 
hochdoppelbrechenden Faser waren die 
Spannungselemente, die wir mithilfe 

Abb. 4: Messaufbau zur Untersuchung der Polarisationserhaltung.

Abb. 5: Messwerte der Monomode-Faser (oben) und der hochdoppelbrechenden Faser (unten).
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eines 40-fach vergrößernden Objekti-
ves erkennen konnten. Dadurch war es 
möglich, mit linear polarisiertem Licht 
entlang der Spannungselemente einzu-
koppeln. Für die andere Monomode-
Faser war dies nicht von Belang. 

Um nun die Polarisationserhaltung zu 
überprüfen, verwendeten wir den Ver-
suchsaufbau aus Abb. 4. Zum Nach-
weis der Polarisationserhaltung wurde 
die Winkelstellung des Analysators ver-
ändert. Abb. 5 zeigt die Kurvenverläufe 
für die am Leistungsmesser festgestellte 
Leistung P in Abhängigkeit vom Win-
kel α. Die Messwerte liegen entlang 
von cos2-Funktionen. 

Diese sind jedoch um einen bestimm-
ten Wert an der x-Achse verschoben. 
Die Ursache hierfür ist, dass bei α = 0 
die Intensität nicht ihr Maximum be-
sitzt, wie es beim Gesetz von Malus der 
Fall ist. Die Messwerte zeigen, dass gilt:

I(α)= 1250 μW∙ cos2 (α-20°) 
für die Monomode-Faser und 
I(α)= 470 μW∙ cos2 (α-98°) für die 
hochdoppelbrechende Faser
Wenn nun die Intensität bei α = 0 ihr 
Maximum besäße, würde für beide 
Messreihen gelten:

I(α)= I0∙ cos2 (α)

Damit zeigt sich, dass das ankommen-
de Licht linear polarisiert ist und so-
mit die Fasern polarisationserhaltend 
wirken. Hierbei ist die Polarisations-
erhaltung davon abhängig, ob mehre-
re Moden und Polarisationsdispersion 
vermieden werden können. Für die 
hochdoppelbrechende Faser ist die nor-
mierte Frequenz:

Zum	Nachweis	der	Polarisationserhaltung	wurde	die	Winkelstellung	des	Analysators	
verändert.	Abb.	5	zeigt	die	Kurvenverläufe	für	die	am	Leistungsmesser	festgestellte	Leistung	
P	in	Abhängigkeit	vom	Winkel	α.	

Die	Messwerte	liegen	entlang	von	𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐+-Funktionen.	Diese	sind	jedoch	um	einen	bestimmten	
Wert	an	der	x-Achse	verschoben.	Die	Ursache	hierfür	ist,	dass	bei	α=0	die	Intensität	nicht	ihr	
Maximum	besitzt,	wie	es	beim	Gesetz	von	Malus	der	Fall	ist.	Die	Messwerte	zeigen,	dass	gilt:	

𝐼𝐼(𝛼𝛼) = 	1250	𝜇𝜇𝜇𝜇 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐+(𝛼𝛼 − 20°)	für	die	Monomode-Faser		

und	

𝐼𝐼(𝛼𝛼) = 	470	𝜇𝜇𝑊𝑊 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐+(𝛼𝛼 − 98°)	für	die	hochdoppelbrechende	Faser.	

Wenn	nun	die	Intensität	bei	α=0	ihr	Maximum	besäße,	würde	für	beide	Messreihen	gelten:	

I(α) = 𝐼𝐼R ∙ cos+(α)	

Damit	zeigt	sich,	dass	das	ankommende	Licht	linear	polarisiert	ist	und	somit	die	Fasern	
polarisationserhaltend	wirken.	Hierbei	ist	die	Polarisationserhaltung	davon	abhängig,	ob	
mehrere	Moden	und	Polarisationsdispersion	vermieden	werden	können.	Für	die	
hochdoppelbrechende	Faser	ist	die	normierte	Frequenz:	

𝑉𝑉 =
2𝜋𝜋
𝜆𝜆 ∙ 𝑎𝑎 ∙ 𝐴𝐴0 =

2𝜋𝜋
633	𝑛𝑛𝑛𝑛 ∙ 	3,66	𝜇𝜇𝑚𝑚	 ∙ 0,1444 = 5,26	

Damit	würde	aber	die	Ungleichung	(V≥2,405)	nicht	mehr	gelten,	womit	die	
hochdoppelbrechende	Faser	nicht	mehr	monomodig	wäre.	Allerdings	zeigen	die	Messwerte,	
dass	die	vielen	Moden	kaum	einen	Einfluss	auf	die	Polarisationserhaltung	nehmen.		

Zusätzlich	war	festzustellen,	dass	die	Messwerte	der	hochdoppelbrechenden	Faser	durch	
Deformation	der	Faser	unverändert	blieben,	während	die	der	klassischen	Monomode-Faser	
starke	Unterschiede	aufwiesen.	Die	Folgen	dieser	Stabilität	der	hochdoppelbrechenden	und	
der	Instabilität	der	Monomode-Faser	werden	in	unserem	Abschnitt	der	praktischen	
Anwendung	genauer	betrachtet.	

	

3.2	Nachweis	der	Faraday-Drehung	der	Polarisationsebene	

3.2.1	Experimentelles	Vorgehen	
Unter	dem	Faraday-Effekt	versteht	man	die	Drehung	der	Polarisationsebene	einer	linear	
polarisierten	elektromagnetischen	Welle	in	einem	Medium,	wenn	darin	ein	Magnetfeld	
parallel	zur	Ausbreitungsrichtung	der	Welle	herrscht	[9].	Nach	dem	Faraday-Verdet-Gesetz	
gilt	für	den	Drehwinkel	γ	der	Polarisationshauptachse:	

𝛾𝛾 = 𝑉𝑉 ∙ 𝐿𝐿 ∙ 𝐵𝐵	

Hierbei	stellen	V	die	Verdet-Konstante,	L	die	durchstrahlte	Länge	der	Faser	und	B	die	
Flussdichte	des	umgebenden	Magnetfeldes	dar.		

Um	die	Größenordnung	der	Intensitätsänderung	abzuschätzen,	nehmen	wir	folgende	Werte	
an:	Man	verwendet	eine	ein	Meter	lange	Spule	mit	ca.	15000	Windungen,	die	mit	einem	
Maximalstrom	von	2	A	betrieben	werden	wird.	Die	Fasern,	die	bei	einer	Wellenlänge	von	
633	nm	nach	Literaturangaben	eine	Verdet-Konstante	von	etwa	150	T-1m-1	besitzen,	werden	
einmal	durch	die	Spule	gelegt.	Bei	einer	angenommenen	maximalen	Intensität	von	1000	μW	
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Damit würde aber die Ungleichung 
(V ≥ 2,405) nicht mehr gelten, womit 
die hochdoppelbrechende Faser nicht 
mehr monomodig wäre. Allerdings zei-
gen die Messwerte, dass die vielen Mo-
den kaum einen Einfluss auf die Polari-
sationserhaltung nehmen.

Zusätzlich war festzustellen, dass die 
Messwerte der hochdoppelbrechen-

den Faser durch Deformation der 
Faser unverändert blieben, während 
die der klassischen Monomode-Faser 
starke Unterschiede aufwiesen. Die 
Folgen dieser Stabilität der hochdop-

pelbrechenden und der Instabilität der 
Monomode-Faser werden in unserem 
Abschnitt der praktischen Anwendung 
genauer betrachtet.

Abb. 6: Versuchsaufbau zum Nachweis der Faraday-Drehung mit einer Monomode-Faser.

Abb. 7: Zwei Messreihen: Durch den Faraday-Effekt hervorgerufener Drehwinkel α in Abhängigkeit 
der durch die Spule fließenden Stromstärke I in der verwendeten Monomode-Faser.
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3.2 Nachweis der Faraday-Drehung 
der Polarisationsebene
3.2.1 Experimentelles Vorgehen
Unter dem Faraday-Effekt versteht man 
die Drehung der Polarisationsebene ei-
ner linear polarisierten elektromagneti-
schen Welle in einem Medium, wenn 
darin ein Magnetfeld parallel zur Aus-
breitungsrichtung der Welle herrscht 
[9]. Nach dem Faraday-Verdet-Gesetz 
gilt für den Drehwinkel γ der Polarisa-
tionshauptachse:

γ = V∙L∙B

Hierbei stellen V die Verdet-Konstante, 
L die durchstrahlte Länge der Faser und 
B die Flussdichte des umgebenden Ma-
gnetfeldes dar. Um die Größenordnung 
der Intensitätsänderung abzuschätzen, 
nehmen wir folgende Werte an: Man 
verwendet eine ein Meter lange Spule 
mit ca. 15000 Windungen, die mit ei-
nem Maximalstrom von 2 A betrieben 
werden wird. 

Die Fasern, die bei einer Wellenlän-
ge von 633 nm nach Literaturanga-
ben eine Verdet-Konstante von etwa  
150  T -1m-1 besitzen, werden einmal 
durch die Spule gelegt. Bei einer ange-
nommenen maximalen Intensität von 
1000 μW des Laser ergibt sich daher 
nach dem Gesetz von Malus eine ma-
ximale Intensitätsänderung ∆I von 
9,7  μW. Selbst bei einem sehr störu-
nanfälligen und präzisen Messaufbau 
wird diese Änderung zu klein sein, um 
sie von den durch Störungen hervorge-
rufenen Schwankungen einwandfrei zu 
unterscheiden. Allerdings lässt sich aus 
dem Gesetz von Malus herleiten, dass 
∆I umso größer ist, je stärker man sich 
den 45 ° annähert, da der Anstieg der 
cos2 (α)- Funktion dort seinen maxi-
malen Wert besitzt. Dadurch wäre eine 
Intensitätsänderung von ca. 100 μW zu 
erwarten, welche von allen anderen Stö-
rungen zu differenzieren wäre. 

Für die Untersuchung der Faraday-Dre-
hung verwendeten wir einen Versuchs-
aufbau, der schematisch in  Abb. 6 zu 
erkennen ist. Die verwendete 60 cm lan-
ge Spule mit ca. 1000 Windungen be-
sitzt einen Widerstand von 0,45 Ω und 
einen Durchmesser von ca. 1,2 cm. Die 
Spule kann mit einem Strom von bis zu  
32 A betrieben werden bei einer Span-
nung von bis zu 15 V. Für die von uns 

verwendete Monomode-Faser ergaben 
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der	Faser,	ist	im	ersten	Anlauf	kein	stabiler	Versuchsaufbau	erreicht	worden.	Die	
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Effektes	ungeeignet	ist.	Im	Ergebnis	dieser	Untersuchungen	hat	sich	also	herausgestellt,	dass	
nur		Monomode-Faser	die	richtigen	Eigenschaften	für	die	Faraday-Drehung	besitzt.	
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In	den	obigen	Gleichungen	stellt	L	die	durchstrahlte	Länge	im	Magnetfeld	dar.	Mithilfe	von	
diesen	Gleichungen	und	den	Geraden	aus	Abb.	7	lassen	sich	zwei	Werte	für	V	bestimmen.	
Zuerst	werden	die	Anstiege	aus	den	Graphen	ermittelt,	und	dann	V	berechnet.	

𝑉𝑉 =
−0,16894 ° 𝐴𝐴
𝜇𝜇R ∙ 𝜇𝜇^ ∙ 𝑁𝑁

= 134,438	𝑇𝑇db𝑚𝑚db	

𝑉𝑉 =
−0,157792 ° 𝐴𝐴
𝜇𝜇R ∙ 𝜇𝜇^ ∙ 𝑁𝑁

= 125,267	𝑇𝑇db𝑚𝑚db	

Aus	den	Berechnungen	zeigt	sich,	dass	die	Verdet-Konstanten	in	der	gleichen	
Größenordnung	liegen.	Besonders	durch	die	hohe	Störanfälligkeit	unserer	Anlage	durch	
Polarisationsmodendispersion	und	Hintergrundrauschen	kommen	die	zu	erkennenden	
Unterschiede	der	beiden	Werte	zustande.	Auch	wird	unser	Ergebnis	durch	Literaturangaben	
von	150	T-1m-1	bestätigt.	So	zeigen	die	Graphen	und	auch	die	Verdet-Konstanten,	dass	der	
lineare	Zusammenhang	des	Faraday-Verdet-Gesetzes	auch	in	den	für	wellenoptische	Effekte	
relevanten	Größenordnungen	seine	Gültigkeit	beibehält.		
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Polarisationsmodendispersion	und	Hintergrundrauschen	kommen	die	zu	erkennenden	
Unterschiede	der	beiden	Werte	zustande.	Auch	wird	unser	Ergebnis	durch	Literaturangaben	
von	150	T-1m-1	bestätigt.	So	zeigen	die	Graphen	und	auch	die	Verdet-Konstanten,	dass	der	
lineare	Zusammenhang	des	Faraday-Verdet-Gesetzes	auch	in	den	für	wellenoptische	Effekte	
relevanten	Größenordnungen	seine	Gültigkeit	beibehält.		

Aus den Berechnungen zeigt sich, dass 
die Verdet-Konstanten in der gleichen 
Größenordnung liegen. Besonders durch 
die hohe Störanfälligkeit unserer Anla-
ge durch Polarisationsmodendispersion 
und Hintergrundrauschen kommen die 
zu erkennenden Unterschiede der bei-
den Werte zustande. Auch wird unser 
Ergebnis durch Literaturangaben von  
150 T -1m-1 bestätigt. So zeigen die Gra-
phen und auch die Verdet-Konstanten, 
dass der lineare Zusammenhang des 
Faraday-Verdet-Gesetzes auch in den 
für wellenoptische Effekte relevanten 
Größenordnungen seine Gültigkeit bei-
behält.

Weiterhin überlegten wir uns, warum 
wir bei der hochdoppelbrechen Faser 
den gewünschten Effekt nicht beobach-
ten konnten.  Wir haben dazu folgenden 
Erklärungsansatz: Eine grundlegende 
Eigenschaft von hochdoppelbrechenden 
Fasern ist, dass Spannungselemente eine 
bereits ”eingebaute” Spannung erzeu-
gen, gegenüber jener äußere Einflüsse  
(z.B. Deformation) als gering erschei-
nen und diese keine messbaren Stö-
rungen mehr hervorrufen. Interpretiert 
man nun den Faraday-Effekt als solchen 
äußeren Einfluss, würde es logisch er-
scheinen, dass keine Intensitätsände-
rung feststellbar ist.

3.3 Übertragung von Informationen
Um unser Prinzip der Datenübertra-
gung zu verdeutlichen, und auch, um es 
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praktisch zu prüfen, unternahmen wir 
mit dem Versuchsaufbau einen Test.

3.3.1 Applikation zum Bestimmen 
der Zustände
Zuerst wurde eine Anwendung in Java 
geschrieben, die für bestimmte Para-
meter von Spule, Lichtquelle und Fa-
ser schnell und übersichtlich die ideale 
Einteilung in eine optimale Anzahl von 
verschiedenen Drehwinkeln der Pola-
risationshauptachse  ausgibt. Unsere 
Methode der Informationsübertragung 
verwendet nun diese Drehwinkel, auch 
Zustände genannt, als Informations-
träger, im Gegensatz zum heute ver-
breiteten binären Verfahren, bei dem 
lediglich die Existenz von Licht als In-
formationsträger dient.

Die Applikation legt anhand der Daten 
von Spule, Faser und Lichtquelle unter 
Angabe eines Sicherheitsfaktors eine 
Anzahl von verschiedenen Drehwinkeln 
der Polarisationshauptachse  fest, durch 
die verschiedene Lichtintensitäten nach 
dem festgestellten Analysator detektiert 
werden. Es berechnet die für die Spule 
nötigen Stromstärken, damit charakte-
ristische und klar voneinander differen-
zierbare Intensitäten am Leistungsmes-
ser abgelesen werden können.  

Die errechneten Spulenströme verur-
sachen eine Auslenkung der Polarisati-

onshauptachse des linear polarisierten 
Lichtes, welche auch als eine Drehung 
des Analysators interpretiert werden 
kann und somit nach dem Gesetz von 
Malus eine Intensitätsänderung hin-
ter dem Analysator auslöst. Besonders 
hervorzuheben ist, dass das Programm 
gerade bei kleineren maximal erreichten 
Auslenkwinkeln immer automatisch die 
Polarisatorennullstellung so berechnet 
und auch ausgibt, dass eine maximale 
Leistungsänderung zu messen ist. Diese 
ist bei Betrachtung des Gesetz von Ma-
lus bei einer Analysatorstellung von 45° 
der Fall, weil die Intensitätsfunktion 
in Abhängigkeit des Analysatorwinkels 
in der Umgebung um 45° den größten 
Anstieg besitzt. Das Programm haben 
wir ohne Hilfe programmiert und dabei 
die Entwicklungsumgebung NetBeans 
IDE 8.0 mit dem Java Development 
Kit verwendet.

Der Algorithmus basiert auf den in der 
Arbeit genannten Formeln und Ge-
setzen und erleichtert erheblich den 
anfallenden Rechenaufwand bei Ver-
wendung der von uns entwickelten Me-
thode der Informationsübertragung.

3.3.2 Probeübertragung
Eine Person manipulierte den Spulen-
strom und eine weitere notierte die 
daraus resultierenden Leistungsände-
rungen am Leistungsmesser. Nun wur-

de von der Person an der Spule zufällig 
eine Zahl im Bereich der Anzahl der 
Informationszustände ausgewählt. Mit 
dem Programm lässt sich eine Strom-
stärke für diesen Wert berechnen, die 
anschließend an der Spule eingestellt 
wird. Die Person am Empfänger musste 
nun eine Intensitätsänderung bemerken 
und anhand des Programmes auf den 
Wert zurückschließen. Anschließend 
wurde der Wert des Empfängers mit 
dem des Senders verglichen.

Die Probeübertragung lieferte vom 
Empfänger decodierte Spulenstrom-
stärken, welche komplett mit den vom 
Sender eingestellten Werten überein-
stimmten. Damit ist die prinzipielle 
Funktionalität der von uns entwickel-
ten Methode gezeigt worden. Diese 
Vorgehensweise soll in Zukunft noch 
mit angepassten Sicherheitsfaktoren im 
Programm wiederholt werden, um die 
effektivste Methode zu finden. 

4 Überlegungen zur Weiterentwick-
lung
4.1 Praktische Anwendung
Wie bereits in der Einleitung erwähnt, 
soll unsere Idee, Informationen mittels 
mehrerer Zustände von polarisiertem 
Licht zu übertragen, eine Möglichkeit 
darstellen, eine höhere Informations-
dichte bei gleichem Leiterquerschnitt 
zu realisieren. Den Hauptanwendungs-

Abb. 8: Screenshot des Programms.
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bereich dieser Technologie könnte die 
Telekommunikationsbranche darstel-
len. Interessant wäre sicherlich auch 
eine Anwendung in der Forschung oder 
in großen Rechenzentren, da man dort 
nur begrenzten Platz für sehr viele ver-
schiedene Leitungen hat.

Eine Anlage, die unser Prinzip benutzen 
würde, müsste sich in eine Sendeanlage, 
eine Leitung (also eine Faser bzw. ein 
Glasfaserkabel) und einen Empfänger 
gliedern. Wenn die Informationen je-
doch nicht nur einseitig übertragen 
werden sollen, sind Sende- und Emp-
fangsgeräte identisch. Eine funktions-
tüchtige Sendeanlage sollte ähnlich wie 
unser Modellversuch aufgebaut sein. 
Diese müsste jedoch um eine Kompo-
nente erweitert werden, welche Infor-
mationen in Spulenströme umwandelt 
(s. Java-Applikation). Dabei könnte das 
emittierte, linear polarisierte Licht auch 
außerhalb des sichtbaren Bereichs lie-
gen. Die Empfangsanlage müsste sich 
in einen Analysator und in eine direkt 
dahinter positionierte Photozelle bzw. 
eine andere Art der Drehwinkelbe-
stimmung gliedern. Das dort empfan-
gene Signal würde an eine Rechenein-
heit weitergegeben werden, welche die 
Nachricht decodieren und wieder in 
das für Computer lesbare Binärsystem 
überführen würde.

Da bei der Installation einer solchen 
Anlage der Polarisator am Ende in jeder 
beliebigen Position stehen kann, ist es 
wichtig, dass vor Inbetriebnahme eine 
Art Kalibrierung erfolgt. Bei jener wird 
der Polarisator am Empfänger unter 
der Bedingung, dass kein Spulenstrom 
fließt, solange gedreht, bis ein Mini-
mum erreicht ist. Diese Position wird 
nun beibehalten und für die weiteren 
Übertragungen genutzt. Diese Kalibrie-
rung sollte bei Fasern, die störanfällig 
gegenüber Krafteinflüssen sind, gele-
gentlich wiederholt werden, um eine 
fehlerfreie Übertragung langfristig zu 
gewährleisten. Die Übertragung selbst 
würde nun äquivalent zu unserem ge-
planten Modellübertragungsversuch 
ablaufen. Der Unterschied müsste darin 
bestehen, dass die Datenübertragungs-
frequenz deutlich vergrößert ist. Die 
Umrechnung von Binärwerten in das 
jeweilige Zahlensystem und daraus wie-
derum in Stromstärken der Spule muss 
automatisch erfolgen. Ausschlaggebend 

für das zu verwendende Zahlensystem 
ist dabei die Anzahl von einstellbaren 
Zuständen der Polarisationshauptachse.

4.2 Verbesserungen des Versuchs-
aufbaus
Im Folgenden wollen wir betrachten, 
wie realistisch eine Anwendung unseres 
Verfahrens ist und welche Fragen noch 
offen sind. Wir haben bisher die grund-
legende Funktionsweise unseres Ver-
fahrens nachgewiesen. Die aktuell sehr 
hohe Frequenz der Impulse stellt die 
fehlerfreie Datenübertragung mithilfe 
eines veränderlichen Magnetfeldes vor 
einige Probleme. So werden bei Ände-
rung des Spulenstroms Zwischenstrom-
stärken erreicht, welche im schlimms-
ten Fall für einen fehlerhaften Zustand 
der Drehung der Polarisationsebene 
codieren. Außerdem treten innerhalb 
der Spule Selbstinduktionseffekte auf, 
welche eine Datenübertragung bei der 
heutigen Übertragungsfrequenz er-
schweren. Allgemein ist der Faraday-Ef-
fekt zur Drehung der Polarisationsebe-
ne aus jetziger Sicht aufgrund der oben 
genannten Aspekte wohl nicht optimal.

Deswegen ergeben sich für uns zwei 
mögliche Alternativen zur Manipula-
tion der Polarisationshauptachse des 
eingestrahlten Lichtes. Einer unserer 
Ansätze besteht darin, dass sich jede li-
neare Polarisation durch zwei zueinan-
der senkrecht stehende E-Vektoren dar-
stellen lässt. Würde man diese beiden 
verschiedenen Vektoren mittels zweier 
verschiedener Lichtquellen in eine Faser 
einspeisen, so kann die „resultierende 
Polarisationsrichtung“ durch Änderung 
der Intensität eines Vektors „verdreht“ 
werden. Die Polarisation des einzukop-
pelnden Lichtes setzt sich nun aus den 
Beträgen der E-Vektoren der Teilpolari-
sationen der Lichtimpulse von den zwei 
anfänglichen Lichtquellen zusammen. 
Durch die Variation der Lichtintensitä-
ten der Lichtquellen kann man letztend-
lich gezielt die Polarisationshauptachse 
des Lichtes drehen. Diese Weiterent-
wicklung würde die bisherige Störan-
fälligkeit der Anlage verringern, deren 
Flexibilität erhöhen und die Komplika-
tionen in Verbindung mit dem Faraday-
Effekt lösen. Weiterhin ist es sogar recht 
wahrscheinlich, dass eine solche Anlage 
heutige Technologien auch schon schla-
gen könnte, da Probleme, wie z.B. die 
Selbstinduktion wegfallen. Außerdem 

wäre eine zweite Alternative denkbar, 
in welcher man mit vielen verschie-
denen Laserdioden arbeitet: Vor jede 
Laserdiode wird dabei ein Polarisator 
positioniert, der eine charakteristische 
Polarisation verursacht. Jeder Übertra-
gungszustand wird dann einer Diode 
zugeordnet, die dementsprechend an-
gesteuert wird. Damit wäre es ebenfalls 
möglich verschiedene Polarisationen zu 
erzeugen. Diese zweite Alternative wür-
de jedoch einen höheren Material- und 
Platzaufwand bedeuten.

Im Übrigen könnte das von uns forcier-
te Prinzip der Informationsübertragung 
bei geeigneter Faserwahl ebenfalls zur 
Anwendung kommen. So sind verschie-
dene Fasereigenschafen signifikant für 
unser Prinzip. Dabei haben wir von 
Fasern erfahren, die unseren Konflikt 
zwischen der Polarisationserhaltung bei 
Deformation (nur bei hochdoppelbre-
chenden Fasern) und der Faraday-Dre-
hung (nur bei klassischen Fasern) lösen, 
aber für uns nicht erschwinglich sind.

In Zukunft kann unsere Methode über 
drei Parameter optimiert werden. So-
wohl durch ein stärkeres Magnetfeld als 
auch durch die Erhöhung der Verdet-
Konstante der Glasfaser (z.B. durch 
Dotierung der Faser) kann der Faraday-
Rotationswinkel vergrößert werden. 

Außerdem bietet sich die Vergrößerung 
des von Feldlinien durchsetzten We-
ges der Faser zur Optimierung unserer 
Methode an. Um die Spulenlänge mög-
lichst zu minimieren, kann man auch 
mit mehreren Faserwicklungen durch 
die Spule den Faraday-Rotationswin-
kel vergrößern. Dazu haben wir ein 
Experiment mit drei Faserwicklungen 
der klassischen Monomodefaser durch 
die Spule durchgeführt. Jedoch ist der 
erhebliche Einfluss der Polarisations-
modendispersion auf diesen Fasertyp 
dafür verantwortlich, dass der maxi-
male Faraday-Drehwinkel bei drei Fa-
serwicklungen kleiner als der maximale 
Faraday-Drehwinkel bei einer Faser-
wicklung war. Es wäre also in Zukunft 
zu testen, ob das Prinzip von mehreren 
Faserwicklungen zur Optimierung un-
serer Methode bei geeigneter Faserwahl 
funktioniert. Eine eventuelle praktische 
Erhöhung der Informationsrate ist aus 
jetziger Sicht mit der Faraday-Drehung 
noch nicht abschätzbar.
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Darüber hinaus gibt es noch weitere 
Punkte, die wir in Zukunft angehen 
werden: Es war bisher immer notwen-
dig an einer Fotodiode mehrere ver-
schiedene Leistungsniveaus auszule-
sen. Dies könnte sich in der Praxis als 
schwierig erweisen, da so die Sicherheit 
der Übertragung und evtl. auch die An-
zahl der Zustände vom Gesamtwert der 
Einstrahlleistung abhängt. Dem wollen 
wir mit einer anderen Methode begeg-
nen, bei der zwei Dioden hinter einem 
sog. Polarisationsteiler geschaltet wer-
den. Jede Diode liest dann im Grunde 
die Intensität der einzelnen E-Vektoren 
des Lichtpulses aus. Aus dem Verhält-
nis dieser beiden Intensitäten kann nun 
eine Recheneinheit auf die Auslenkung 
der Polarisationsebene rückschließen. 
Dies bietet den Vorteil, dass nun gene-
relle Leistungsänderungen in der Faser 
nicht mehr ins Gewicht fallen, da dann 
beide Anteile an den Dioden relativ 
gesehen gleichermaßen beeinträchtigt 
werden. Dieses Verfahren ist bereits 
etabliert. Es ist eines unserer zukünfti-
gen Ziele, dies auszuprobieren und zu 
testen. Insgesamt zeigt sich, dass vor 
allem die Sende- und Empfangsanlage 
noch ein großes Verbesserungspotenzial 
beinhalten.

5 Zusammenfassung
Zunächst können wir resümieren, dass 
unser Projekt erfolgreich verlaufen ist. 
Unser Ziel, den Polarisationszustand 
nachzuweisen, haben wir erreicht. Zu-
sätzlich ist es uns gelungen den Polari-
sationszustand zu manipulieren und zur 
Informationsübertragung zu nutzen. 
Das Funktionsprinzip ist damit belegt. 
Es ist uns jedoch bewusst, dass vor einer 
technischen Anwendung viele weitere 
Probleme zu lösen sind. So schlagen 
wir vor, die Polarisationshauptachse 
durch das Einstrahlen zweier senkrecht 
zueinander polarisierter Lichtpulse mit 
unterschiedlichen Amplituden vorzuge-
ben. Zudem muss das Auslesen des Ro-
tationswinkels noch sicherer und weni-
ger leistungsabhängig gestaltet werden. 

Insgesamt steht unser Verfahren noch 
am Anfang und wir sind dabei, unse-
re Methode weiterzuentwickeln und zu 
realisieren.
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Über periodische Billardbahnen in regelmäßigen Polygonen und innerhalb des 
Würfels

Mathematisches Billard

Bei mathematischem Billard geht es um die Fortbewegung von Billardkugeln innerhalb von allgemei-
nen Objekten. Eine periodische Billardbahn ist eine Bahn, die sich selbst repetiert. Wir studieren eine 
spezielle Darstellung der Billardbahn, um einen bisher unbekannten Satz (Satz 2) über periodische Bil-
lardbahnen in regelmäßigen Polygonen herzuleiten. Die entwickelten Methoden werden für den Würfel 
transferiert.

36

Jugend forscht

Constantin Kogler, *1997

Schule:  
Freies Gymnasium Zürich

Eingang der Arbeit:  
Juni 2015
 
Zur Veröffentlichung angenommen: 
August 2015

1 Einführung
Mathematisches Billard ist die Studie 
der Bewegung von sich fortbewegenden 
Massepunkten, genannt Billardkugeln, 
innerhalb von Gebieten G, wobei G zu-
sammenhängend und berandet ist. Der 
Rand von G ist stückweise glatt. Der 
Massepunkt bewegt sich geradlinig und 
mit konstanter Geschwindigkeit solange 
fort, bis er auf den Rand des Gebietes 
trifft und dort elastisch reflektiert wird. 

Elastisch reflektiert bedeutet nach dem 
Gesetz: Einfallswinkel gleich Ausfalls-
winkel. Die Geschwindigkeit bleibt bei 
der Reflexion konstant und die Billard-
kugel bewegt sich nach der Reflexion 
wieder geradlinig und mit konstanter 
Geschwindigkeit fort, bis sie erneut 
den Rand trifft. Es gibt keine Reibung. 

Trifft die Billardkugel auf eine Ecke eines 
Polygons, ist die Bewegung nicht weiter 
definiert und endet genau dort. Klas-
sisch wird Billard im zweidimensiona-
len Raum betrachtet, also G⊂ℝ2. Ohne 
Beschränkung der Allgemeinheit setzten 
wir voraus, der Startpunkt befindet sich 
auf dem Rand von G also: S∈𝜕G. Die 
Billardkugel wird abgeschossen mit dem 
Abschusswinkel α. Es gilt: α ∈(0, π).

Als Billardposition p(t) wird die Position 
einer Billardkugel zum Zeitpunkt t ∈ ℝ 
bezeichnet. p(t) ist abhängig vom Start-
punkt S auf dem Rand von G und dem 
Abschusswinkel α, sowie dem Zeitpunkt 
t. w(t) sei der zwei-dimensionale Bewe-
gungsvektor zu Zeitpunkt t. w (0):=   v . 
Also ist   v  der Abschussvektor und damit 
die vektorielle Form von α. r(t) ist das 

Paar aus der Position p(t) und w(t). (sie-
he Abb. 1)

Definition 1
(Billardposition p(t), w(t) und r(t) in 
Gebiet G). Für G⊂ℝ2 zusammenhän-
gend, berandet und stückweise glatt, 
S∈𝜕G und α ∈ (0, π) ist p(t) die Positi-
on der Billardkugel zu einem Zeitpunkt  
t ∈ℝ. w(t) ist der Bewegungsvektor zu 
Zeitpunkt t. r(t) ist das Paar aus p(t) und 
w(t).
p : @G⇥ (0, ⇡)⇥ R ! G

(S, ↵, t) ! p(t)

w : @G⇥ (0, ⇡)⇥ R ! R2

(S, ↵, t) ! w(t)

r : @G⇥ (0, ⇡)⇥ R ! G⇥ R2

(S, ↵, t) ! r(t)

(S, ↵, t) ! (p(t), w(t))
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Anmerkung
Es gilt: r(0) = (S,   v ) 
Die Billardbahn b ist die von der Bil-
lardkugel zurückgelegte Spur, nach un-
endlich langer Zeit zu einem Startpunkt 
S∈𝜕G und einem Abschusswinkel α.

Definition 2
(Billardbahn b in Gebiet G) G⊂ℝ2 zu-
sammenhängend, berandet und stück-
weise glatt, S∈𝜕G und α ∈(0, π) ist b 
die Billardbahn. B(G) sei die Menge der 
Billardbahnen in G.

b : @G⇥ (0, ⇡) ! B(G)

(S, ↵) ! b(S, ↵)

b(S, ↵) := {p(t)|t 2 R�0}
			 

Definition 3
(Periodische Billardbahn in Gebiet G) 
Eine Billardbahn b in G heißt perio-
disch, falls Gleichung 1 mit der Bedin-
gung t ∈ℝ>0 lösbar ist.

r(0) = (S,~v) = r(t1)
	 (1)

Anmerkung
Ist Gleichung (1) lösbar und b somit  
periodisch, gibt es unendlich viele ver-
schiedene Zeitpunkte t ∈ℝ, bei denen 
Gleichung (1) lösbar ist. So gilt: Wenn ta
Gleichung (1) löst, so folgt: r (n∙ta) = 
r(0) mit n ∈ℕ. Es existieren auch nicht 
periodische Billardbahnen, für welche 
gilt:

 t ∈ℝ≠0 : r (0) ≠ r(t). Nach b(S,a): = 
{p(t)| t ∈ℝ>0} folgt, dass eine periodische 
Billardbahn eine endliche Länge hat und 
aus einer endlichen Anzahl Teilstrecken 
besteht, während eine nicht periodische 
Billardbahn eine unendliche Länge hat 
und aus einer unendlichen Anzahl Teil-
strecken besteht.

Definition 4
(Periodenzahl p von periodischer Bil-
lardbahn) Ist eine Billardbahn b pe-
riodisch, besitzt sie eine Periodenzahl 
p∈ℕ. Die Periodenzahl ist die Anzahl 
Teilstrecken, aus welcher die periodi-
sche Billardbahn besteht. Beispiels-
weise hat die periodische Billardbahn 
aus Abb. 2(a) eine Periodenzahl von 6. 

Definition 5
(Billardbahn im Netz bn) Als Billard-
bahn im Netz bn in einem konvexen 
Polygon wird eine andere Darstellung 
der Billardbahn definiert. Sie entsteht, 
wenn man vom Startpunkt aus bei jeder 
einzelnen Reflexion anstatt die Billard-

kugel zu reflektieren, mit dem Polygon 
an der Seite der Reflexion eine Geraden-
spiegelung durchführt. Das Netz von 
bn ist die Vereinigung der gespiegelten 
Polygone, welche von der Billardkugel 
der Billardbahn im Netz bn durchlaufen 
werden. Somit ist die Billardbahn im 
Netz bn ein Strahl von Punkt S aus mit 
dem Abschussvektor   v . Abb. 2 veran-
schaulicht eine periodische Billardbahn 
im Quadrat und die zugehörige Billard-
bahn im Netz.

2 Periodische Billardbahnen in regel-
mäßigen Polygonen
Sei G ein regelmäßiges Polygon. Alle 
Seitenlängen seien 1. Die Seite, auf der 
sich der Startpunkt befindet, wird s ge-
nannt und ist somit die Startseite. Da 
die Polygone regelmäßig sind, ist es irre-
levant auf welcher Seite der Startpunkt 
liegt. Nur der Abstand zu den Eckpunk-
ten ist entscheidend. Deshalb betrach-
ten wir von jetzt an S* als den Abstand 
des Startpunktes zum linken Eckpunkt 
der Startseite und es gilt: S*∈ (0,1).

Definition 6
(Menge Kp einer Billardbahn im Netz bn)  
P sei ein Schnittpunkt zwischen bn , und 

einer zur Startseite parallelen Seite des 
Netzes von bn , wobei P ungleich S sei. 
P liege auf der Seite k. k ist parallel zu s. 
C sei der linke Eckpunkt von k. P ist ein 
Element der Menge KP, falls gilt: (Abb. 3, 
Seite 38)
(1) S⇤ = PC

Anmerkung
Da k parallel zu s ist, ist der Winkel zwi-
schen bn, und k gleich wie der Abschuss-
winkel. Wegen dieser Eigenschaft und 
der Abstandseigenschaft (1) ist jedes 
Element der Menge KP sozusagen eine 
Kopie des Startpunktes im Netz.

Lemma 1
Für alle regelmässigen Polygone gilt:
Ist KP≠{ }, so hat die Menge KP unend-
lich viele Elemente.

Beweis
Zu t1 sei die Billardkugel im Netz Ele-
ment der Menge KP. Aus den Eigen-
schaften der Menge KP folgt: Die Bahn 
der Billardkugel von t = 0 bis t1 ist gleich 
wie die Bahn der Billardkugel von t1 bis  
2 ∙ t1. Somit ist die Billardkugel zu 2 ∙ t1 
Element der Menge KP. Nun setzen wir 
t1= 2 ∙ t1 und führen die gleiche Argu-

Abb. 1: Billardkugel zu Zeitpunkt t.

Abb. 2: a) Billardbahn b  b) Billardbahn bn.
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mentationskette nochmals durch und 
erhalten ein weiteres Element der Men-
ge KP. Dies geht unendlich oft. □

Lemma 2
Für alle regelmäßigen Polygone gilt:
Ist bn, zugehörig zu einer periodischen 
Billardbahn, so ist die Menge KP nicht 
leer.

Beweis
Nach der Definition einer periodischen 
Billardbahn wissen wir, dass für die  
Billardbahn zu einem Zeitpunkt, nen-
nen wir ihn t1 , gilt: r(t1) = (S,  v ). Es 
folgt, dass auch zu 2 . t1 gilt: r(2 . t1)= 
(S,  v ). Das Hauptargument des Bewei-
ses ist: Die Billardkugel legt innerhalb 
des Polygons von 0 bis t1 genau die glei-
che Bahn zurück wie von t1 bis 2 . t1 . 
Daraus folgt, dass die Teilstrecken der 
Billardbahn im Netz von 0 bis t1 genau 
gleich sein müssen wie von t1 bis 2 . t1. 
Die Billardkugel im Netz sei zu t1 der 
Punkt P1. Die Billardkugel im Netz sei 
zu 2 . t1 der Punkt P2. Nun wird gezeigt, 
P2 ∈ KP. Wir beweisen, dass beide Ei-
genschaften der Menge KP für P2 gelten:

(1) P2 befindet sich auf einer Seite paral-
lel zu der Startseite. 

Beweis
Befindet sich P1 auf einer Seite parallel 
zur Startseite, ist dies der Fall. Befindet 
sich P1  nicht auf einer Seite parallel zur 
Startseite gilt: Von 0 bis t1 bewegt sich 
die Billardkugel im Netz von der Start-
seite zu einer nicht parallelen Seite, also 
bewegt sich die Billardkugel von t1 bis  
2 ∙ t1 auch von einer Seite zu einer nicht 
parallelen Seite. Folglich ist die Seite, 
auf der sich P1 befindet, nicht parallel 
zu der Seite von P1. Die Billardbahn im 
Netz hat den Abschusswinkel a. Seiten 
auf denen sich P1 oder P2 befinden, 
müssen die Billardbahn im Winkel a 
schneiden, dies gilt wegen der Periodi-
zität. Möchte man allgemein eine Gera-
de mit einer Seite im Winkel a schnei-
den, kommen dafür nur zwei Lagen der 
Seite in Frage. Die Startseite ist in einer 
dieser Lagen gedreht und die Seite, auf 
der sich P1 befindet, in der anderen. Da-
raus folgt: P2 ist gleich wie die Startseite 
gedreht und somit parallel.

(2) Der Abstand von P2 zu dem linken 
Eckpunkt der Seite von P2 ist gleich S*.

Beweis
Wegen der Periodizität muss die erste 
Teilstrecke der Billardbahn im Netz, 
also die Strecke zwischen Startpunkt 
und erstem Schnittpunkt des Netzes 
mit der Billardbahn, gleich sein wie die 
erste Teilstrecke nach P2. Zusätzlich gilt 
(1) und daher muss der Abstand von P2 
zum linken Eckpunkt gleich S* sein. P2  
ist somit ∈ KP. □

Definition 7
(Menge L abhängig von einer Menge 
KP) Das Netz einer Billardbahn ist durch 

Geradenspiegelungen entstanden. Sei  
Ki ∈ KP. Nun wird der Prozess der Ent-
stehung des Netzes umgedreht. Also das 
Netz wird wieder zum Urpolygon zu-
rückgeklappt oder anders gesagt die Po-
lygone werden mit Geradenspiegelungen 
auf das Urpolygon zurück gespiegelt. 

So auch das Polygon, von welchem Ki ein 
Element ist. Die Punkte des Urpolygons, 
auf denen sich durch diesen Prozess ein 
zurückgeklapptes Element der Menge KP 

befindet, bilden die Menge L. (Abb. 4)

Abb. 3: Element der Menge Kp im Netz eines regelmäßigen Siebenecks.

Abb. 4: Konstruktion der Menge L.
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Anmerkung
Die Abstandseigenschaft der Elemente 
der Menge KP bleibt bei den Geraden-
spiegelungen erhalten. Daher können 
pro Seite des regelmäßigen Polygons 
nur zwei Punkte ∈ L sein. Es folgt: Die 
Menge L hat eine endliche Anzahl Ele-
mente.

Satz 1
Für alle regelmäßigen Polygone gilt: 
Eine Billardbahn ist genau dann perio-
disch, wenn die Menge KP  der zugehö-
rigen Billardbahn im Netz nicht leer ist.

Beweis
Unterscheiden wir die beiden Aussagen:
(1) �Billardbahn periodisch ⇒ KP ≠ { }: 

Dies wurde in Lemma 2 bewiesen.
(2) KP ≠{ } ⇒ Billardbahn periodisch.

Beweis
Nach Lemma 1 hat demnach die Men-
ge KP unendlich viele Elemente. Daraus 
folgt: Zu unendlich vielen verschiedenen 
Zeitpunkten erreicht die Billardkugel im 
Polygon ein Element der Menge L. 

Da die Menge L jedenfalls eine end-
liche Anzahl Elemente hat, gilt:  
Es existieren zwei ungleiche Zeitpunkte  
t1; t2 ∈ ℝ>0 mit t1 < t1 für die  
p (t1) = p (t2). Da es zurückgeklappte 
Elemente der Menge KP sind und diese 
auf den gleichen Punkt zurückgeklappt 
werden, ist auch der Bewegungsvektor 
gleich. So gilt: r (t1)= r (t2). Lassen wir 
dann die Zeit rückwärts laufen bis t1 = 0 
haben wir einen Zeitpunkt t*= t2 - t1 > 
0 für den gilt: r(0)= r (t*). Somit ist die 
Billardbahn per Definition periodisch.□

Definition 8
(Koordinatensystem A einer Billard-
bahn b oder bn) A sei ein kartesisches 
Koordinatensystem. Der Startpunkt der 
Billardbahn habe in A die Koordina-
ten (0, 0). Die X-Achse sei parallel zur 
Startseite. Alle Elemente des Polygons, 
innerhalb welchem b oder bn sich befin-
det, haben Y-Koordinaten größer gleich 
null.

Satz 2
Für den Abschusswinkel α einer perio-
dischen Billardbahn in einem regelmäs-
sigen Polygon mit Seitenzahl n gibt es  
ai ∈ℤ; bi ∈ℤ mit i ∈{1, 2, ..., n-1}, sodass 
gilt:

tan(↵) =

n�1X

i=0

ai · sin(i · 2·⇡
n )

n�1X

i=0

bi · cos(i · 2·⇡
n )

				    (2)

Beweis 
Nach Satz 1 gilt: Eine Billardbahn ist 
genau dann periodisch falls die Menge 
KP der zugehörigen Billardbahn im Netz 
nicht leer ist. Somit ist das allgemeine 
Untersuchen der Menge KP von Interes-
se. Satz 2 beantwortet die Frage: Für das 
Netz eines regelmäßigen Polygons mit 
Seitenzahl n, welche Koordinaten (im 
Koordinatensystem A) kann ein Ele-
ment der Menge KP  haben? Zeigen wir 
folgende Teilaussagen:

(1) Im Netz des regelmäßigen Polygons 
gilt: Jede Kante des Netzes ist parallel zu 
einer der Kanten des Startpolygons.

Beweis
Ohne Beschränkung der Allgemeinheit 
zeigen wir, dass jedes Teilpolygon des 
Netzes eine zur x-Achse parallele Kante 
hat. Wir zeigen, dass wenn ein Polygon 
des Netzes P1 eine zur x-Achse paralle-
le Kante hat, so hat auch das von der 
Billardkugel als nächstes durchlaufene 
Polygon P2 eine zur x-Achse parallele 
Kante. P1 teilt sich mit P2 eine Kante. Ist 
diese Kante parallel zur x-Achse, gilt die 
zu zeigende Aussage. Falls nicht gilt: P1 
ist kongruent zu P2. x sei die zur x-Achse 
parallele Kante von P1. k sei die von P1 

und P2 geteilte Kante. Die Innenwinkel 
sind alle gleich. Die Drehung zweier 
Kanten, die sich einen Eckpunkt teilen, 
unterscheidet sich um den Innenwinkel. 
Die Drehung von x im Verhältnis zu k 
unterscheidet sich somit um ein Vielfa-
ches des Innenwinkels. Wegen der Kon-
gruenz von P1 und P2 gibt es somit eine 
Kante von P2 , welche um das gleiche 
Vielfache des Innenwinkels gedreht ist 
und somit parallel zu x ist.

(2) Die Y-Koordinaten jedes Elementes 
der Menge KP im Koordinatensystem 
A sind gleich Summen von ganzzahli-
gen Vielfachen von Sinusen der Winkel 
der Seiten des Startpolgyons. Für die  
X-Koordinaten sind es Summen von 
ganzzahligen Vielfachen von Cosinusen 
der Winkel der Seiten des Startpolgy-
ons.

Beweis
Jedes Element der Menge KP befindet 
sich auf einer Seite des Netzes. Daher 
gibt es einen Pfad entlang des Netzes 
von dem Startpunkt zu dem Element 
der Menge KP. (Abb. 5) Die Eckpunk-
te des Pfades unterteilen den Weg in 
Teilabschnitte. Der erste und letzte Ab-
schnitt sind parallel zur x-Achse und ha-
ben zusammen die Länge 1 oder cos(0) 
(wegen der Definitionen des Koordi-
natensystems und der Menge KP). Die 
übrigen Abschnitte sind Kanten des 
Netzes. Diese haben auf die y-Achse 
und x-Achse projiziert die Länge des Si-
nus und Cosinus der Winkel der Kante. 

Abb 5: Pfad zu Element der Menge Kp.
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Wegen Aussage (1) müssen wir nur die 
Winkel der Kanten des Startpolygons 
nehmen. Somit können wir entlang des 
Pfades kontinuierlich die Koordinaten 
jedes Elementes der Menge KP aufbauen. 
Damit sind die Y- und X-Koordinaten 
ganzzahlige Vielfache von Sinusen und 
Cosinusen der Winkel der Seiten des 
Startpolgyons.

(3) Die Winkel der Seiten des Startpo-
lygons zur X-Achse des Koordinatensys-
tems A sind der Form i ∙ 2π/n.

Beweis
Der Startpunkt befinde sich auf der Sei-
te s0. Nun nummerieren wir die Seiten 
im Gegenuhrzeigersinn mit s1,s2,...,sn-1. 
βi sei der Winkel zwischen der X-Achse 
und si . Somit ist s0 gleich 0. Nach Abb. 6 
gilt für βi - βi-1= 2π/n, mit i ∈ {1, 2, ..., 
n-1}. Somit ist βi  gleich i ∙ 2π/n.

Da alle Seitenlängen gleich 1 sind, ha-
ben die Sinuse und Cosinuse der Winkel 
die richtigen Längen. Nun wissen wir, 
dass die Y-Koordinaten aller Elemente 
der Menge KP im Koordinatensystem A 
sich als Summe ganzzahliger Vielfacher 
der Sinuse von βi berechnen lassen, für 
die X-Koordinaten sind es die Cosinuse. 
Der Tangens des Abschusswinkel ist die 
Y-Koordinate geteilt durch die X-Koor-
dinate des Elementes der Menge KP . Die 
gesuchte Relation ergibt sich. □ 

Wegen der folgenden Relationen gilt 
Korollar 1, 2, 3 und 4.

| sin(↵)| = | sin(⇡ + ↵)|
| cos(↵)| = | cos(⇡ + ↵)|

| sin(⇡ + ↵)| = | sin(⇡ � ↵)|

| cos(⇡ + ↵)| = | cos(⇡ � ↵)|

| sin(⇡
2
+ ↵)| = | sin(⇡

2
� ↵)|

| cos(⇡
2
+ ↵)| = | cos(⇡

2
� ↵)|                               

| sin(↵)| = | sin(⇡ + ↵)|
| cos(↵)| = | cos(⇡ + ↵)|

| sin(⇡ + ↵)| = | sin(⇡ � ↵)|

| cos(⇡ + ↵)| = | cos(⇡ � ↵)|

| sin(⇡
2
+ ↵)| = | sin(⇡

2
� ↵)|

| cos(⇡
2
+ ↵)| = | cos(⇡

2
� ↵)|

Korollar 1
Für den Abschusswinkel α einer perio-
dischen Billardbahn in einem regelmäßi-
gen Polygon mit Seitenzahl n, wobei n 
gerade ist, gibt es ai ∈ℤ; bi ∈ℤ mit i ∈  
{1, 2, ...,  -1}, sodass gilt:

tan(↵) =

n
2 �1X

i=0

ai · sin(i · 2·⇡
n )

n
2 �1X

i=0

bi · cos(i · 2·⇡
n )

				    (3)

Korollar 2
Für den Abschusswinkel α einer perio-
dischen Billardbahn in einem regelmäßi-
gen Polygon mit Seitenzahl n, wobei n 
ungerade ist, gibt es ai ∈ℤ; bi ∈ℤ mit i ∈
{1, 2, , ..., }, sodass gilt:

tan(↵) =

n�1
2X

i=0

ai · sin(i · 2·⇡
n )

n�1
2X

i=0

bi · cos(i · 2·⇡
n )				    (4)

Korollar 3
Für den Abschusswinkel α einer perio-
dischen Billardbahn in einem regelmäßi-
gen Polygon mit Seitenzahl n, wobei n 
durch 4 teilbar ist, gibt es ai ∈ℤ; bi ∈ℤ 
mit i ∈ {1, 2, , ...,  x, sodass gilt:

tan(↵) =

n
4X

i=0

ai · sin(i · 2·⇡
n )

n
4X

i=0

bi · cos(i · 2·⇡
n )				    (5)

Korollar 4
Für den Abschusswinkel α einer perio-
dischen Billardbahn in einem regelmäßi-
gen Polygon mit Seitenzahl n, wobei n 
durch 6 aber nicht durch 4 teilbar ist, 
gibt es ai ∈ℤ; bi ∈ℤ mit i ∈ {1, 2, ..., }, 
sodass gilt:

tan(↵) =

n�2
4X

i=0

ai · sin(i · 2·⇡
n )

n�2
4X

i=0

bi · cos(i · 2·⇡
n )

				    (6)

Anmerkung
Es wird nun eine Möglichkeit beschrie-
ben, wie man Korollar 1 geometrisch 
verstehen kann: Jede Seite im regelmä-
ßigen Polygon mit gerader Seitenanzahl 
hat eine gegenüberliegende parallele 
Seite. Die Sinusse und Cosinusse von 
Winkeln von gegenüberliegenden Seiten 

sind im Betrag gleich. Für die übrigen 
Korollare kann man ähnliche Argumen-
te finden.

Folgerung
Für jedes n > 3 gibt es höchstens ab-
zählbar viele Startwinkel, für die eine 
Billardbahn in einem regelmäßigen n-
Eck periodisch ist. Dies liegt daran, dass 
jeder Abschusswinkel, welcher eine der 
Gleichungen löst, als ein Tupel - bezie-
hend auf die entsprechende Gleichung - 
bestehend aus ganzen Zahlen darstellbar 
ist.

Korollar 1 bis 4 sind keine hinreichen-
den Bedingungen für Abschusswinkel 
periodischer Billardbahnen, da auch 
Winkel größer als π die Gleichungen 
erfüllen. Beschränkt man jedoch die 
Bedingung auf Winkel α ∈(0, π) ist die 
Frage noch offen, ob die Bedingung hin-
reichend ist. Einzig für das regelmäßige 
Dreieck, Viereck und Sechseck, wissen 
wir, dass die Bedingungen hinreichend 
sind. Nur diese regelmäßigen Polygone 
parkettieren die Ebene und deshalb sind 
alle Elemente der Menge KP durch die 
Position der parallelen Seiten der Parket-
tierung ausfindig zu machen.

Aus den entsprechenden Gleichungen 
folgt - durch das Betrachten der Par-
kettierungen folgt sogar, dass die Be-
dingungen hinreichend sind - somit für 
das Quadrat, das regelmäßige Dreieck 
und das Sechseck: (1) Eine Billardbahn 
im Quadrat ist genau dann periodisch, 
falls für α ∈ (0, π) Gleichung (7) gilt.  
(2) Eine Billardbahn im regelmäßigen 

Abb. 6: Der Unterschied zwischen β1 und β2.
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Dreieck oder Sechseck ist genau dann 
periodisch, falls für α ∈(0, π) Gleichung 
(8) gilt. Abb. 7 zeigt einige periodische 
Billardbahnen mit den zugehörigen Da-
ten.

tan(↵) =
a1
b0				    (7)

tan(↵) =
a1 ·

p
3
2

b0 � b1
2

		  (8)

Im regelmäßigen Fünfeck und Achteck 
ergeben unsere Gleichungen folgende 
Sätze: (1) Ist eine Billardbahn im regel-
mäßigen Fünfeck periodisch, dann gilt 
für den Abschusswinkel Gleichung (9). 
(2) Ist eine Billardbahn im regelmäßigen 
Achteck periodisch, dann gilt für den 
Abschusswinkel Gleichung (10). 

tan(↵) =
a1 · sin( 2·⇡5 ) + a2 · sin( 4·⇡5 )

b0 + b1 · cos( 2·⇡5 ) + b2 · cos( 4·⇡5 )				    (9)

tan(↵) =
a1 · sin(⇡4 ) + a2

b0 + b1 · sin(⇡4 )	 (10)

3 Periodische Billardbahnen inner-
halb des Würfels
W sei ein Würfel. 𝜕W ist der Rand des 
Würfels. Alle Seitenlängen des Würfels 
seien 1. Definieren wir die Fortbewe-
gung einer Billardkugel innerhalb eines 
Würfels. Die Kugel bewegt sich solange 
geradlinig fort, bis sie auf 𝜕W trifft und 
dort nach folgendem Gesetz reflektiert 
wird: (1) Einfallswinkel gleich Ausfalls-
winkel (2) Einfallsebene gleich Ausfalls- 
ebene. Nach der Reflexion bewegt sich 
die Billardkugel wieder geradlinig fort, 
bis sie erneut 𝜕W trifft. Der Startpunkt 
sei ∈ 𝜕W. Trifft die Billardkugel auf eine 
Ecke oder eine Kante des Würfels ist die 
Bewegung nicht weiter definiert und en-
det genau dort.

bwr sei die Billardbahn im Würfel. Das 
Koordinatensystem Aw, sei ein dreidi-
mensionales Koordinatensystem und 
sei so platziert, dass eine der Ecken des 
Würfels die Koordinaten (0, 0, 0) hat 
und eine Seite des Würfels Teilmenge des 
positiven Teiles der X-Achse, eine Seite 
des Würfels Teilmenge des positiven Tei-
les der Y-Achse und eine Seite des Wür-
fels Teilmenge des positiven Teiles der  
Z-Achse ist. Der Abstand des Startpunk-
tes zu den Kanten der Fläche, auf der der 
Startpunkt sich befindet, ist maßgebend 
für die Form der Billardbahn und nicht 
die Position der Fläche. Daher ist es ge-

Abb. 8: Beispiele für periodische Billardbahnen im regelmäßigen Fünfeck und im regelmäßigen Achteck.

Abb. 7: Beispiele für periodische Billardbahnen im Dreieck, Quadrat und Sechseck.
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Im regelmässigen Fünfeck und Achteck ergeben unsere Gleichungen folgende Sätze: (1) Ist
eine Billardbahn im regelmässigen Fünfeck periodisch, dann gilt für den Abschusswinkel
Gleichung (9). (2) Ist eine Billardbahn im regelmässigen Achteck periodisch, dann gilt
für den Abschusswinkel Gleichung (10).

tan(α) =
a1 · sin(2·π5 ) + a2 · sin(4·π5 )

b0 + b1 · cos(2·π5 ) + b2 · cos(4·π5 )
(9) tan(α) =

a1 · sin(π4 ) + a2

b0 + b1 · sin(π4 )
(10)

S∗ = 0.4

(a1, a2, b0, b1, b2) = (1, 0, 3, 3, 0)

S∗ = 0.5

(a1, a2, b0, b1, b2) = (4, 3, 1, 0,−3)

S∗ = 0.25

(a1, a2, b0, b1) = (11, 7, 1, 1)

S∗ = 0.1

(a1, a2, b0, b1) = (3, 2, 9, 13)

Seite 13 von 19

Constantin Kogler

S∗ = 0.25

(a1, b0, b1) = (1, 1, 1)

S∗ = 0.25

(a1, b0, b1) = (1, 1, 0)

S∗ = 0.25

(a1, b0, b1) = (3, 4, 1)

S∗ = 0.25

(a1, b0) = (2, 3)

S∗ = 0.25

(a1, b0) = (6, 1)

S∗ = 0.25

(a1, b0) = (7, 6)

S∗ = 0.25

(a1, b0, b1) = (1, 1, 1)

S∗ = 0.25

(a1, b0, b1) = (1, 3, 0)

S∗ = 0.25

(a1, b0, b1) = (1, 8, 1)

Seite 12 von 19



Jugend forscht

42

Ju
n

ge
 W

is
se

n
sc

h
af

t 
1

1
0

 /
/ 

2
0

1
6

nügend als Startpunkt S zwei Zahlen x, 
y ∈(0,1) festzulegen. Die Ebene E sei 
die Ebene zu der die Punkte (0, 0, 0),  
(1, 0, 0), (0, 1, 0) und (1, 1, 0) gehören. 
Ohne Beschränkung der Allgemeinheit 
gilt: Der Startpunkt befindet sich auf 
der Ebene E und hat die Koordinaten  
(x, y, 0).   v  sei der Abschussvektor. Es 
gilt: v1, v2 ∈ℝ und v3 ∈ℝ>0 : (Abb. 9)

~v =

2

4
v1
v2
v3

3

5

Wie das Quadrat die Ebene parkettiert, 
so füllt der Würfel den dreidimensiona-
len Raum. Daher bietet es sich an, auch 
die Menge KP zu definieren. Als Billard-
bahn im Raum bwr des Würfels wird eine 
andere Darstellung der Billardbahn defi-
niert. Sie entsteht, wenn man vom Start-
punkt aus bei jeder einzelnen Reflexion 
anstatt die Billardkugel zu reflektieren 
mit dem Würfel an der Fläche der Refle-
xion eine Ebenenspiegelung durchführt. 
Somit ist die Billardbahn im Raum bwr 
ein Strahl von Punkt S aus mit dem Ab-
schussvektor   v . 

Definition 9
(Menge KP von bw) Pi  sei ein Schnitt-
punkt zwischen bwr und dem Wür-
felraum, wobei die Fläche auf der 
sich Pi befindet, parallel zur Startflä-
che sei. S ist der Startpunkt von bw. Pi 
sei ungleich S. S hat die Koordinaten 
(x, y, 0) und liegt auf der Ebene E.  
Pi liege auf der Fläche T. T ist parallel zu 
E. k1 sei die Kante von T, welche par-
allel zur Y-Achse ist und eine kleinere 
X-Koordinate hat. K2 sei die Kante von 
T, welche parallel zur X-Achse ist und 
eine kleinere Y-Koordinate hat. P1 sei der 
Punkt auf  mit kleinstem Abstand zu Pi. 
P2 sei der Punkt auf K2 mit kleinstem 
Abstand zu Pi

Pi ist ein Element der Menge KP, falls 
gilt: (Abb. 10)

(1) x = PiP1

(2) y = PiP2

Lemma 3
Ist KP ≠ { }, so hat die Menge KP unend-
lich viele Elemente.

Beweis
Zu t1 sei die Billardkugel im Raum Ele-
ment der Menge KP. Aus den Eigenschaf-

ten der Menge KP folgt: Die Bahn der Bil-
lardkugel von t = 0 bis t1 ist gleich wie die 
Bahn der Billardkugel von t1 bis 2 ∙ t1. So-
mit ist die Billardkugel zu 2 ∙ t1 Element 
der Menge KP. Nun können wir t1 durch 
2 ∙ t1 ersetzen und die gleiche Argumen-
tationskette nochmals durchführen und 
erhalten ein weiteres Element der Menge 
KP. Dies geht unendlich oft. □ 

Lemma 4
Ist bwr  zugehörig zu einer periodischen 
Billardbahn, so ist die Menge KP von bwr 
nicht leer.

Beweis
Nach der Definition der periodischen 

Billardbahn wissen wir, dass für die Bil-
lardbahn zu einem Zeitpunkt, nennen 
wir ihn t1 , gilt: Die Position und der Be-
wegungsvektor der Billardkugel ist gleich 
wie zu t = 0. Die Billardkugel im Raum 
sei zu t1 der Punkt P1 . Wir zeigen P1 ∈ 
KP, Wir beweisen folgende Teilaussagen:

(1) P1 befindet sich auf einer Fläche par-
allel zu der Startfläche.

Beweis
P1 ist eine Spiegelung des Startpunktes 
im Würfelraum. Alle Spiegelungen des 
Startpunktes befinden sich auf Flächen 
parallel zur Startfläche. Somit gilt die 
Aussage. 

Abb. 9: Billardbahn im Würfel mit Startpunkt.

Abb. 10: Menge Kp.
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(2) P1 hat die richtigen Abstände zu den 
Kanten der Fläche, auf der sich P1 befin-
det, für die Menge KP.

Beweis
(Abb. 11) Nur für einen Punkt auf der 
Fläche von P1 gilt, dass die Strecke vom 
Startpunkt zum ersten Schnittpunkt 

der Billardbahn im Raum mit dem 
Würfelraum kongruent ist zu der Stre-
cke von diesem Punkt zum nächsten 
Schnittpunkt der Billardbahn im Raum 
mit dem Würfelraum. Wegen der Perio-
dizität ist P1 dieser Punkt und hat somit 
die richtigen Abstände für die Menge 
KP.

Definition 10
(Menge L einer Billardbahn im Würfel) 
Der Würfelraum einer Billardbahn ist 
durch Ebenenspiegelungen entstanden. 
Ki ∈ KP. Ki ∈ bwr. Ki ∈ eines gespiegelten 
Würfels von dem Würfelraum von bwr.
Nun wird der Prozess der Entstehung 
des Würfelraumes umgedreht. Die Wür-
fel werden mit Ebenenspiegelungen auf 
den Urwürfel zurück gespiegelt. So auch 
der Würfel, von welchem Ki ein Element 
ist. Alle Elemente des Urwürfels, auf de-
nen sich durch diesen Prozess ein gespie-
geltes Element der Menge KP befindet, 
sind ∈ L.

Anmerkung
Die Menge L hat jedenfalls eine endliche 
Anzahl Elemente, da Elemente der Men-
ge L eine gewisse Abstandseigenschaft 
erfüllen müssen und zusätzlich nur auf 
zwei verschiedenen Flächen sein kön-
nen. Somit kommen für Elemente der 
Menge L 8 Punkte in Frage.

Satz 3
Eine Billardbahn bwr, innerhalb des Wür-
fels ist genau dann periodisch, wenn die 
Menge KP der zugehörigen Billardbahn 
im Raum nicht leer ist.

Beweis
Zeigen wir folgende Aussagen:
(1) Billardbahn periodisch ⇒KP ≠ { }: 
Dies wurde in Lemma 4 bewiesen.

(2) KP ≠{ } ⇒ Billardbahn periodisch.

Beweis
Nach Lemma 3 ist hat demnach die 
Menge KP unendlich viele Elemente. Da-
raus folgt: Zu unendlich vielen verschie-
dene Zeitpunkten ist die Billardbahn im 
Würfel Element der Menge L. Da die 
Menge L jedenfalls eine endliche Anzahl 
Elemente hat, gilt: Es existieren zwei 
ungleiche Zeitpunkte t1, t2 ≥ 0, für die 
Position und Bewegungsvektor der Bil-
lardkugel gleich sind. Daraus folgt, dass 
die Billardbahn periodisch ist. □

Betrachten wir ein Koordinatensystem 
Bw welches eine parallele Verschiebung 
des Koordinatensystems Aw ist. Der 
Startpunkt S habe in dem Koordinaten-
system Bw, die Koordinaten (0, 0, 0). Im 
Koordinatensystem Bw: Alle Elemente der 
Menge KP haben Koordinaten (m, n, 0) 
mit m, n ∈ℤ und 0 ∈ℕ≠ 0. Es folgt Ko-
rollar 5. 

Abb. 11: Kandidaten für Pi .

Abb. 12: S = (0.5, 0.5); = [0; 0; 1].

Abb. 14: S = (0.4, 0.25);  = [1; 1; 2].

Abb. 13: S = (0.5, 0.5); = [0; 0; 1].

Abb. 15: S = (0.5, 0.3);  = [2; 2; 1].
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Korollar 5
Eine Billardbahn innerhalb des Würfels 
ist genau dann periodisch, wenn für den 
Abschussvektor folgendes mit m, n ∈ ℤ 
und 0 ∈ℕ≠ 0 sowie u ∈ ℝ>0  gilt:

~v =

2

4
v1
v2
v3

3

5 = u ·

2

4
m
n
o

3

5

Abb. 12 bis 15 zeigen periodische Bil-
lardbahnen innerhalb des Würfels.

Anmerkung
Für fast alle periodische Billardbahnen 
gilt: Projiziert man eine periodische Bil-
lardbahn im Würfel auf eines der Qua-
drate, aus welchem der Würfel besteht, 
so entsteht eine periodische Billardbahn 
im Quadrat.

Anmerkung
Abb. 15 sieht ein wenig eigenartig aus. 
Dies liegt daran, dass zwei aufeinander-
folgende Streckenabschnitte in unserer 
Projektion auf der gleichen Ebene liegen.

Satz 4
Es gilt: ggt (m, n, o) = 1 für eine  
periodische Billardbahn im Würfel.  
Die Periodenzahl der Billardbahn ist  
2 ∙ (|m| + |n| + o).

Beweis
Das erste Element der Menge KP der pe-
riodischen Billardbahn im Netz hat im 
Koordinatensystem Bw  die Koordinaten 

(m, n, o), mit ggt (m, n, o) = 1, da dieser 
Punkt eine Verlängerung des Abschuss-
vektors ist. Zu t1 > 0 treffe die Billard-
kugel im Würfel den Startpunkt und der 
Bewegungsvektor sei gleich wie bei t = 0.
Die Billardkugel im Raum trifft somit zu 
t1 den mehrfach reflektierten Startpunkt, 
welcher auch ∈ KP ist. Alle Flächen des 
Würfelraumes sind parallel zur XY-, XZ-, 
oder YZ- Ebene. Damit ein reflektierter 
Startpunkt Element der Menge ist, muss 
er eine gerade Anzahl an Malen an den 
drei Flächentypen reflektiert worden 
sein. Der Punkt (2 ∙ m, 2 ∙ n, 2 ∙ o) ist 
der erste Punkt, der sowohl Element der 
Menge KP, als auch ein reflektierter Start-
punkt ist. Die Anzahl Teilstrecken zwi-
schen S und (2 ∙ m, 2 ∙ n, 2 ∙ o) ist gleich  
2 ∙ (|m| + |n| + o). Somit ist dies die Pe-
riodenzahl. □
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1 Introduction
In this world of fuel and gas powered 
vehicles, there is an increasing need for 
reduction of environmental pollution by 
limiting the release of greenhouse gases 
into the environment. Solar electric ve-
hicle is one of the present day world’s best 
idea of reducing the pollution and use of 
fossil fuels. There are many ways of buil-
ding an electric vehicle. Some of the ways 
in which this problem is addressed is by 
charging the batteries using electricity in 
residences and placing them in vehicles 
which is a tiring job as the batteries are 
heavy and the user is paying for the char-
ging of batteries. Charging the batteries 
using solar panels which are kept in an 
appropriate place and then using them 
in vehicles is a debatable idea considering 
the weight of the batteries and the pos-
sibility of unavailability of solar panels at 
the destination. Directly using the solar 
panels on the vehicle to run the motor is 

a limited approach as a large number of 
panels are required to run a high capacity 
motor and the vehicle stands constrained 
to work only when the solar panels are 
producing some power. Considering all 
these, this report concentrates on using 
solar panels on the vehicle to charge a 
high capacity battery which can be used 
at all times of the day and night which 
can also be helpful for long journeys.

2 Circuit Design
The electrical components and the elec-
trical circuit design are the most impor-
tant parts of the solar vehicle. The design 
is shown in the fig.1. The solar panels 
form the first part of the electrical design 
of the system. They are to be mounted 
on top of the solar vehicle where the sun-
light is largely concentrated on. The solar 
panels are connected directly to the solar 
charge controller which is manufactured 
according to the required specifications. 

The solar charge controller uses its first 
two ports for intake of power from the 
solar panel which is stored in the batte-
ries. The charge produced by the batte-
ries to run the motor is controlled by the 
solar charge controller. The motor con-
troller is connected to the solar charge 
controller. While the solar charge con-
troller regulates the power with which 
the motor runs, the motor controls the 
working of the BLDC motor (Brush-
less Direct Current motor). The motor 
controller is also provided with auxiliary 
connections such as speed control of the 
motor, forward and reverse switch, lights 
and horn. The connection between every 
two components is protected by using 
fuses or MCBs (Miniature Circuit Brea-
ker). Although it is not mandatory to 
use LED detection for every connection, 
it is highly recommended to use both 
fuses and LEDs between batteries and 
solar charge controller and also between 

Development and construction of a solar vehicle without any complexity in 
charging the batteries

This report contains the technical and physical details of all the equipment that are used in the construc-
tion of the vehicle. The electrical equipment in the vehicle includes solar panels, solar charge controller, 
BLDC motor, motor controller, batteries and speed control while the mechanical apparatus includes a sim-
ple steering system, braking system, suspension system, materials to be used and the chain drive system.
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BLDC motor and motor controller (see 
Tab. 1). The wiring of all electric compo-
nents should be done properly to ensu-
re safety and for the ease of controlling 
them. The copper wires are suggested for 
the wiring as they have one of the high-
est electrical conductivity rates amongst 
metals and have high negative coefficient 
of temperature. In India wire selection is 
done using standard wire gauge (SWG) 
system. Since the max current flowing 
in the circuit is 40 A (considering star-
ting current of the motor) selection of  
25 mm2 area of section of the copper 
wire is recommended.

3 Simulation
The simulation is done in Simulink. Si-
mulink is a software developed by Math 

Works. It is a graphical programming 
environment for modelling, simulating 
and analysing multidomain dynamic 
systems. Its primary interface is a gra-
phical block diagramming tool and a 
customizable set of block libraries. The 
simulation describes the working of the 
vehicle. The aim of the simulation is to 

create the technical apparatus of every 
component that is utilised in the cons-
truction of the vehicle to show that the 
vehicle runs by using these apparatus in 
the physical world. All the parts inclu-
ding the solar panels, solar controller, 
batteries, motor and motor controller 
are created in the Simulink to study 

Fig. 1: Electric circuit design.

Fig 2: Electrical simulation in MATLAB software.

MCB connections between components Current capacity

Solar panel and solar charge controller 6 A

Battery and motor controller 10 A

Motor controller and motor 6 A

Tab. 1: Fuse or MCB ratings.
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their results in required conditions. The 
primary result of this simulation shows 
that the vehicle moves responding to 
the speed changes that are given during 
the acceleration. The secondary results 
like input power to the vehicle using 
the subsystems like solar panels and so-
lar charge controller (“subsystem” block 
in fig.2) show the output of panels in 
physical world which is used as input 
power to charge the batteries. The com-
plete feedback system gives the control 
flow in the motor controller.

The solar panels are designed in the 
Simulink with a capacity of 500 W. 
The capacity of the solar panels can be 
increased or decreased by addition or 
subtraction of the solar panel subsys-
tems in the control system. The subsys-
tem of photo voltaic cell is shown in 
the fig.3.

A constant input of 1000 and a ramp 
input of slope 6 are given as input to 
every solar panel module in the subsys-
tem. The outputs of these subsystems 
are voltage (Vpv) of photo voltaic cell 
and power (Ppv) of photo voltaic cell. 
Functional block parameters of a single 
photo voltaic cell module is shown in 
fig.4.

All the outputs of the single photo vol-
taic cell are summed up to form the 
desired quantity. Photo voltaic cells 
are constant with respect to voltage so 

the I-V characteristics and P-V cha-
racteristics of the photo voltaic cells 
are considered as the proof of proper 
functioning of the photo voltaic modu-
le in the sub system. Photo voltaic cell 
is a practical source. As every practical 
source has a drop due to the shunt resis-
tance, the photo voltaic cells has a drop 
in both current and voltage. The results 
can be seen clearly considering the I-V 
characteristics and the P-V characteris-
tics. The current has a drop due to the 
shunt resistance and the voltage has a 

drop due to the series resistance. These 
forms the I-V curve  of the photo vol-
taic cells which are shown in the fig.5. 
Similarly once the voltage and current 
are known in the system, the power can 
be determined as the product of voltage 
and current through which P-V curves 
are obtained as shown in fig.6.

As physical quantities like sunlight, 
temperature, radiation etc. cannot be 
shown in MATLAB software, the photo 
voltaic cells also cannot be shown. Only 

Fig. 3: Sub system of photo voltaic cell module. 

Fig. 4: Functional block parameter of a single Module.
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if these curves are obtained, the sub sys-
tem can be used as a photo voltaic cell 
in Simulink (MATLAB). Different cur-
ves are obtained for different positions 
of sun but it is essential for us to main-
tain at a point where maximum power 
can be derived. This is achieved from 
the maximum power point tracking 
(MPPT). There are many algorithms to 
implement the maximum power point 
tracking method. The algorithm used 
in this report is the perturb and obser-
vation method. This is the best control 
strategy for the MPPT technique. To 
know more about the perturb and ob-
servation method refer to the material 
mentioned in the reference [3]. Taking 
the voltage and current values from the 
photo voltaic cell, a MPPT with desi-
red quality can be ordered. At the same 
time there is no requirement of any 
other converter as the load itself is dc 
(BLDC motor). If an ac motor is used, 
additional converter such as an inverter 
should be used to drive the motor. The 
power from the photo voltaic cells is not 
sufficient to run the motor so a dc to dc 
converter is to be used. It is also called 
as boost chopper or step up chopper. It 
is preferable to use a bidirectional chop-
per as we require to both step up as well 
as step down. A bidirectional dc to dc 
chopper is used to charge the batteries. 

This acts as a step down chopper when 
charging the batteries and as a step up 
chopper when the batteries are dischar-
ging. If the maximum power point 
tracking method is used to switch on/
off the chopper, we shall always be at 
maximum power point. In the chopper 
it is essential to use a MOSFET switch 
as this chopper works on low voltage 
and high frequency applications. The 
MOSFET switch is to be commanded 
on when to switch on/off as only on this 
command the circuit decides on voltage 
requirement. Finally, to control all the-
se we require a closed loop controller. 
To control the dc motor, actual speed 
(fig.7) of the motor is considered. Then 
the reference speed fig. 8 (page 50) is 
given as an external input as the speed 
change due to acceleration is a physical 
quantity which cannot be expressed in 
the MATLAB software. From the com-
parison of these two speeds a duty cycle 
is obtained. Another duty cycle is taken 
from the MPPT. The average of these 
two duty cycles is used to switch on/off 

the dc to dc converter. Any change in 
speed is controlled through the chop-
per. The speed of response of the sys-
tem is shown in the fig.9 (page 50). The 
comparison of both the actual speed as 
well as the reference speed is done and 

the error is fed to a PI controller. The PI 
controller corrects the duty cycle. Then 
the carrier voltage of the control system 
and the reference voltage (constant of 
400 in this report) are compared and 
the resultant is fed to the chopper. Usu-

Fig. 5: Current-voltage characteristics of photo voltaic cell. 

Fig. 6: Power-voltage characteristics of photo voltaic cell.

Fig. 7: Actual speed of the motor in speed vs time graph.
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ally only a MPPT controller or a motor 
controller are used in one program in 
which individual duty cycles are con-
sidered but in this report both MPPT 
controller and motor controller are 
being used in a single program so the 
average of both the duty cycles must be 
fed into the chopper.

4 Selection process
4.1 Motor
Motor being a major device converting 
electrical energy into mechanical ener-
gy to bring the vehicle into motion, we 
need to consider important parameters 
in selecting the motor. Those are horse-
power, efficiency, life, starting torque, 
speed, cost, size, weight and its charac-
teristics under operating conditions.

According to the simulation, only DC 
motor gives the best possible results by 
giving fast responses to change in the 
speed of the vehicle using least number 
of converters. DC motor with mecha-
nical torque as input is considered in 
the simulation. So, a DC motor which 
can give the required torque can be 
used for the construction of the vehicle. 
In this report, the selection of motor is 
also done considering the reduction of 
overall weight and cost of the vehicle.

A brushless direct current motor is best 
suited for this type of vehicle. BLDC 
motor is a synchronous motorpower by 
a dc source through a switching power 
supply. The rotor of this motor is a per-
manent magnet synchronous motor. 
Although there are many technical de-
tails for the selection of BLDC motor 
to run the vehicle, a brief note of avan-
tages are as follows while the others can 
be viewed through the references [7] 
[10].

• �BLDC motor commutation is done 
based on rotor position information, 

• �high efficiency as voltage drop on 
electronic device is smaller than that 
on brushes, 

• �no maintenance as the brushes are 
absent, 

• �lower acoustic noises due to absence 
of arcs from the brushes to generate 
noise, 

• �greater dynamic response due to lo-
wer rotor inertia because of perma-
nent magnets, 

• smaller and lighter in weight, 

• �better speed vs torque characteristics 
as there is no brush friction to reduce 
useful torque, 

• �higher speed range as no mechanical 
limitation is offered by brushes or 
commutatotrs, 

• �better thermal performance as only 
the armature windings generate heat, 
which is the stator and is connected 
to the external part of BLDC motor  

• longer life. 

Due to the above mentioned advanta-
ges the BLDC motor is recommended 
in this report. The mechanical force 
required to move the vehicle and the 
force required to move the wheel can 
be revied from the references [6] [7]. 
Force required to move the wheel is ge-
nerated from reference. Input electrical 
power is equal to sum of the output 
mechanical power and power losses due 
to copper winding in armature. 

Field copper losses are neglected. A 
BLDC motor which can sustain a load 
torque of 25.4291 Nm (according to 

equation 3) should be considered for 
optimum results. So, a standard BLDC 
motor with ratings 48 V, 29 A, 32.92 
Nm is considered. The mathematical 
calculations for the BLDC motor are 
as follows:

Pelectrical = Pmechanical + Pcopper losses   	 (1)

Where,

Pelectrical is input electrical power
Pmechanical is output mechanical power 
Pcopper losses is copper losses i.e. I2R losses

Pelectrical =V∙I 	 (2)

Where, V is supply voltage =48 V, I is 
current =29 A

Pelectrical =1392 W

Load torque need to be calculated to 
know the amount of torque required to 
move the vehicle. It is also essential in 
selecting a perfect motor for the desired 
qualities.

Fig. 8: Reference speed of 25 in speed vs time graph.

Fig. 9: Speed of response to change in speeds.
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Tload = F∙r∙μ 	 (3)

Where,
Tload is load torque
F �is the force required to spin the wheel = 

251.40 N (from force equation in re-
ference [6])

R is the radius of the wheel = 0.2023 m
µ is the coefficient of friction = 0.5  

Tload = 25.4291 Nm

Considering the BLDC motor with 
torque greater than or equal to the load 
torque (Tload) with an output speed of 
300 rpm and output torque of about 
32.62 N . m.

Pmechanical = Tm∙ ω 	 (4)
	
Where Tm is motor torque i.e.  
32.62 N . m ω is angular velocity i.e. 
ωωrpm . (2π/60)

Pelectrical =1024.268 W
Pcopper losses = I 2∙R	 (5)
Pcopper losses = 116.899 W

Therefore efficiency η

η =� 

Where, V is supply voltage =48 V, I is current =29 A 
 
𝑃𝑃𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 = 1392 𝑊𝑊 

Load torque need to be calculated to know the amount of torque required to move the vehicle. It is 
also essential in selecting a perfect motor for the desired qualities. 

𝑇𝑇𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 = 𝐹𝐹 ∙ 𝑟𝑟 ∙ 𝜇𝜇  (3) 
 
Where, 
Tload is load torque  
F is the force required to spin the wheel =251.40 N (from force equation in reference [6])                          
R is the radius of the wheel = 0.2023m 
µ is the coefficient of friction = 0.5    
 
𝑇𝑇𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 = 25.4291 𝑁𝑁𝑁𝑁 
 
Considering the BLDC motor with torque greater than or equal to the load torque (Tload) with an 
output speed of 300 rpm and output torque of about 32.62 N·m. 
 
𝑃𝑃𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑇𝑇𝑚𝑚 ∙ 𝜔𝜔  (4) 
 
Where Tm is motor torque i.e. 32.62 N·m 
ω is angular velocity i.e. ωrpm·(2π/60) 
 
𝑃𝑃𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 1024.268 𝑊𝑊 

𝑃𝑃𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 = 𝐼𝐼2 ∙ 𝑅𝑅  (5) 

𝑃𝑃𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 =  116.899 𝑊𝑊 

Therefore efficiency η 

η = 𝑃𝑃𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎+𝑃𝑃𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑃𝑃𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

∙ 100 = 81.98 %   (6) 

Tab. 2 shows the technical specifications of the BLDC motor, fig. 10 a photo of the motor. As this 
report concentrates on eco-friendly solar vehicle, the requirement of speed is given the least priority. 

   

 

Tab.2. Technical specifications of BLDC motor            Fig.10. BLDC motor with chain drive 

 
4.2. Motor controller 
The closed loop system made in the simulation works as a motor controller. Motor controller is 
nothing but a closed loop system which is used to control the motor speeds, current flowing through 
the motor, switching on/off the chopper through MPPT control and auxiliaries. The motor controller 

Horse Power (1hp=745.69 W) 1 hp 
Operating voltage 48 V 
Operating current  15.62 A 
Starting /max current 29 A 
Maximum torque  32.62 N·m 
Maximum output speed  300 rpm 

100

   = 81.98 %	 (6)

Tab. 2 shows the technical specifications 
of the BLDC motor, fig. 10 a photo of 
the motor. As this report concentrates 
on eco-friendly solar vehicle, the requi-
rement of speed is given the least priority.

4.2 Motor controller
The closed loop system made in the simu-
lation works as a motor controller. Motor 
controller is nothing but a closed loop 
system which is used to control the motor 
speeds, current flowing through the mo-
tor, switching on/off the chopper through 
MPPT control and auxiliaries. The mo-
tor controller is designed especially for 
the motor used in the construction of 
the vehicle. The motor controller is cus-
tom made by a company after giving the 
detailed functioning of the system. A de-
tailed picture of a motor controller is given 
in fig.11. Motor controller is an electronic 
circuitry which controls the speed of the 
motor by increasing/decreasing the poten-
tiometer. Demagnetization of permanent 
magnets can be prevented by controller by 
avoiding overloading conditions.

4.3 Solar panels
According to the simulation, to get the 
total power of 500 W, two solar panels of 
250 W are connected in series (see Tab. 
3 for specifications and dimensions). In 

this way solar panels can give the required 
amount of power to charge the batteries. 
In this report, the decision on selection 
of solar panels is done considering the 
ratings of the panels, area of the panels, 

Horse Power (1hp=745.69 W) 1 hp

Operating voltage 48 V

Operating current 15.62 A

Starting /max current 29 A

Maximum torque 32.62 N . m

Maximum output speed 300 rpm

Tab. 2: Technical specifications of BLDC motor.

Fig. 10: BLDC motor with chain drive.

Fig. 11: Motor controller.
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cost and weight of the panels. Solar pa-
nels are the main source of power supply 
for the vehicle. The main function of the 
solar panels is that it should convert all 
the solar energy to electrical energy and 
then it is stored in the batteries which can 
be furthered used.. There are three types 
of solar panels which can be considered. 
They are mono crystalline, poly crystal-
line and thin films. The polycrystalline 
are manufactured easily by allowing li-
quid silicon to cool using a seed crystal 
of the desired crystalline structure other 
methods include chemical vapour dispo-
sition (CVD). We prefer these over other 
due to their high efficiency and low cost 
and maintenance. These panels are used 
for the solar car because of the lower heat 
tolerance but these panels occupy a bit 
larger space which can be further over-
come by typical arrangement of the pa-
nels in a particular area. So, the polycrys-
talline are best suited for the solar vehicle 
as they are of less weight, lower cost and 
more efficient. In this report two panels of  
250 W each connected in series are con-
sidered for installing exactly on the ve-
hicle top.

Highly efficient solar energy practically 
does not depend only on the amount of 
heat or radiation falling on the panels 
but a combination of these along with 
the atmospheric temperature and regular 
cleaning of the panels helps in efficient 
excitation of the silicon molecules which 
is the primary cause for the generation of 
current.

4.4 Solar charge controller
The MPPT technique used in the simu-
lation forms the solar charge controller in 
the physical world. The specifications of 
the solar charge controller are considered 
according to its efficient working during 
the simulation which are for an operating 
current of 40 A and an operating voltage 
of 48 V. Solar charge controller is consi-
dered for the need to control the pow-
er from solar to battery and to increase 
efficiency of the power being tracked by 
controller from solar panel without any 
power losses. Solar charge controllers 
are available in plenty in the open mar-
ket but they should be selected wisely 
according to the solar panel ratings and 
the operating current. Solar charge con-
troller is a small box consisting of solid 
state circuitry which is placed between a 
solar panel and a battery. Its function is 

to regulate the amount of charge coming 
from the solar panel that flows into bat-
tery bank in order to avoid the batteries 
being overcharged. It can also provide a 
direct connection to the load. There are 
two types of solar charge controllers. 
They are pulse width modulator (PWM) 
solar charge controller and maximum 
power point tracking (MPPT) solar char-
ge controller. The later forces solar panel 
module to operate close to maximum 
power point to draw maximum available 
power. It also allows the use of solar panel 
module with higher output voltage than 
operating voltage of the battery which is 
not quite an advantage in a solar vehicle 
as there is no often change of solar panels 
once they are installed, keeping in mind 
the long life time of a solar panel (approx. 
20 years). The use of MPPT solar charge 
controller reduces the complexity of con-
nections which is also not a clear advan-
tage as a maximum of two connections 
in excess to the present is required which 
does not sum up to be a great complexity. 
Although the use of MPPT solar charge 
controller is debatable for use in a solar 
vehicle due to its limited advantages and 
higher cost, it is preferable to opt for any 
of the two solar charge controllers depen-
ding upon the individual requirements. 
In this report, the MPPT solar charge 
controller is considered with 48 V and 
40 A.

4.5 Batteries
Batteries form the main source of power 
from the solar panels to run the BLDC 

motor. In the simulation a battery which 
can be recharged with the help of solar 
power is designed. So, a battery must 
satisfy the property of charging and dis- 
charging which is considered in the si-
mulation. When battery is in charging 
mode electrical energy is converted into 
chemical energy and while in discharging 
mode chemical energy is converted into 
electrical energy. The selection of batte-
ries in this report is done considering the 
need to supply sufficient power to the 
motor, cost and weight of the batteries. 
There are two types of batteries which 
can be chosen to run the vehicle. They 
are lead acid batteries and lithium ion 
(cobalt) batteries. 

In this report, the lithium ion batteries 
are considered due to the long dischar-
ging time, less weight and low mainte-
nance. The main disadvantage of lead 
acid batteries are heavier (weight) than 
the lithium ion batteries and they require 
regular maintenance. In this report four 
lithium ion batteries of 12 V and 33 Ah 
are considered which are connected in se-
ries to achieve a total of 48 V and 33 Ah. 
The calculations on charging time and 
discharging time are the most impor-
tant in perfect analysing of the working 
of the solar vehicle. The calculations are 
based on the specifications of motor, load 
torque, solar panels and batteries.

Capacity of the batteries = 33 Ah
Current from the solar panels (average) 
= 8.3 A 

Power 250 W

Rated voltage 30.2 V

Rated current 8.3 A

Voc 37.4 V

Isc 8.86 A

Tolerance ±5 %

η 15.1 %

Length 100 cm

Width 60 cm

Thickness 3 cm

Number of cells 9*6=54

Total area 6000 cm2

Tab. 3: Specifications and dimensions of the panels.



Jugend forscht

53

Yo
u

n
g 

R
es

ea
rc

h
er

 

Charging time of the batteries = capacity 
in Ah/Charge rate in A	 (9)

Therefore, charging time = 33Ah/8.3A  
= 3.974 h.
The time mentioned above is the suitab-
le considering only the ideal conditions. 
In practical the lithium ion batteries has 
an efficiency of 90 %. Considering the 
practical conditions:

Charging time of the batteries = capacity 
in Ah/(Efficiency . Charge rate in A)	
	 (10)

Therefore, charging time = 33Ah/ 
(0.9. 8.3A) = 4.417 h.

Discharging time = (Capacity . Battery 
voltage)/Applied load 	 (11)

Considering the motor uses an average 
continuous current of 15.62 A during 
the running of the vehicle, the applied 
load on the vehicle becomes 749.76 W.

Therefore, discharging time  =  (33Ah . 48 V) 
/749.76 W= 2.11 h.

This implies that when the vehicle runs at 
an average speed of 50 km/h the distance 
travelled by the vehicle turns out to be  
50 . 2.11 = 105.5 km.

Assuming that the conditions are ide-
al for efficient charging of the batteries 
through the solar panels, the batteries 
get totally discharged within 2.11 hours, 
47.76 % of the battery gets charged 
back according to equation (12). Due to 
which the vehicle can run for additional 
fifty kilometres.

Percentage of charging = (time for char-
ging / total time for full charge) . 100
	 (12)

Therefore, percentage of charging = 
(2.11h/4.417h)*100 = 47.76 %

For one full charge, if the vehicle runs at 
a constant speed of 50 km/h, the vehicle 
runs a distance of 105.5 km. Similarly, at 
47.76 % of full charge and at the same 
constant speed, the vehicle runs an ad-
ditional distance of (0.4776*105.5 km = 
50.38 km.

In the same way according to equation 
(12) while the vehicle runs an additional 

distance of 50.38 km, about 22.81 % of 
the battery recharges which can run for 
24.06 kms more. Similarly, during the 
run of 24.06 km, about 10.89 % of the 
battery recharges and can run for extra 
11.48 km. The next stages can be neglec-
ted as the batteries get completely drai-
ned of charge.

Therefore the total distance covered by the 
vehicle at a constant speed of 50 km/h in 
ideal conditions for efficient charging of 
batteries is (105.5+50.38+24.06+11.48) 
km = 191.42 km.

4.6 Materials
In this report, selection of different ma-
terials for the chassis and body works is 
done considering the physical properties 
of some selected materials. A right ma-
terial is of utmost importance when it 
comes to designing a chassis because if 
a material of correct requirement is not 
chosen, the chassis could break on loads 
leading to fatal conditions of the driver. 
The following are the important consi-
derations for the selection of proper ma-
terial for the chassis. The material must 
have high yield strength, high machina-
bility, easy weld ability, low cost, light 
weight and high elongation at failure.

Some of the materials under considera-
tion include AISI 4130 (DIN 1.7218) 
chromyl steel (preannealed), AISI 1020 
(DIN 1.0402) steel and Al-6063-T1. 
The problem with AISI 4130 (DIN 
1.7218) steel was even though it gave 
good strength and lighter than mild steel 
(MS), it is expensive and not easily weld-
able. Welding AISI 4130 (DIN 1.7218) 
steel is not only costly but could not be 

trusted as it has to be annealed before 
and after welding yet gives fractures wi-
thout notice. AISI 1020 (DIN 1.0402) 
steel is cheap, easily available and weld 
able and with some decent specifications 
but when analysed for chassis and various 
components like rear axle, etc., it show-
ed a high deflection of 2 - 9 mm with 
very less factor of safety and addition of 
members to improve strength makes the 
chassis heavy. Aluminium alloy 6063-T1 
gives enough yield strength to withstand 
all subjected stresses and loads. Though 
expensive, we cannot compromise on 
the quality on material for chassis and it 
is advised to look for a competitive price. 
Thus, Al-6063 satisfies all other require-
ments (see also Tab. 4).

Body Works is an important part of 
the vehicle design. External appearance 
is an important feature which not only 
gives grace and lustre to the vehicle but 
also dominates sale and marketing of it. 
Each product has a defined purpose. It 
has to perform specific functions to the 
satisfaction of customer. The functio-
nal requirement brings products and 
people together. However, when there 
are a number of products in the mar-
ket having the same qualities of effici-
ency, durability and cost, the customer 
is attracted towards the most appealing 
and economical product. Three materi-
als such as aluminium, carbon fibre and 
glass fibre can be considered for aesthetic 
considerations of the design.

Aluminium shows good properties like 
light weight, does not rust easily, and 
has good machinability but is costlier 
than steel and is very abrasive. Carbon 

Tab. 4: Mechanical properties of Al-6063-T1.

Mechanical Properties Value 

Density 2700 kg/m3

Hardness (Brinell) 42

Ultimate Tensile Strength 152 MPa

Tensile Yield Strength 90 MPa

Elongation at Break 20 %

Modulus of Elasticity 69 GPa

Poisson’s Ratio 0.33

Melting Point 616-654 °C
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fibre contains some ideal qualities like 
high stiffness, high tensile strength, low 
weight, high chemical resistance, high 
temperature tolerance and low thermal 
expansion. However, they are relatively 
expensive when compared to similar fib-
res, such as glass fibres or plastic fibres. 
Thus, budget exceeded in its place. Glass 
fibre is light weight, easily mouldable, 
easy machining, fire resistant, low main-
tenance, anti-magnetic, good electrical 
insulator. However, it is costlier than 
aluminium but fits into economic range. 
Selection of glass fibre as the material for 
moulding the body of the vehicle is an 
educated choice since glass fibre is cost 
effective, light weight, has good strength, 
it fits into the requirement slot for manu-
facturing the solar vehicle.

4.7 Braking system
Braking system makes an important 
mechanical entity to any automobile. 
An excellent braking system is the most 
important safety feature of any land 
vehicle. The main requirement of the 
vehicle’s braking system is that it must 
be capable of locking all wheels on a dry 
surface. Ease of manufacturability, per-
formance and simplicity are a few im-
portant criteria that are to be considered 
for the selection of the braking system. 
The two main types of braking systems 
under consideration in this report are 
drum and disc brakes. In case of drum 
braking there is a high possibility of mud 
and debris to gather in the space between 
the shoe and the drum. Same problem is 
faced in mechanical disc brakes, but not 
in hydraulic disc brakes. Hydraulic bra-
kes are found to be suitable for all type of 
terrain. Since, drum brakes are of more 
cost and they are heavier in weight which 
greatly increases the weight of solar car 
we can eliminate it. On the other hand, 
using hydraulic brakes can be an asset as 
it is cheap and it is readily available. But 
the drawback was using this system the 
overall weight of the solar car is increa-
sed which makes it harder for the motor 
(linked to battery to solar panels) to run 
the car. The discs of brakes are made of 
paralytic grey cast iron. The material is 
cheap and has good anti-wear properties. 
Cast steel discs have also been employed 
in some cases, which wear even less and 
provide higher coefficient of friction; yet 
the big drawback in its case is the less 
uniform frictional behaviour. Two types 
of discs have been employed in various 

makes of disc brakes, i.e. the solid or the 
ventilated type. Disadvantages of ventila-
ted type discs include usual thickness and 
heavier than solid discs. In case of seve-
re braking conditions, they are liable to 
wrap, accumulation of dirt in the vents, 
which affects cooling, resulting in wheel 
imbalance. Turning produces vibrations 
which reduces the life of the disc. Any of 
these make no much difference on the so-
lar vehicle mentioned in this report as its 
overweight cannot go beyond 450 kg to 
500 kg. Although in the practical version 
of the solar vehicle done through this re-
port hydraulic drum brakes are used for 
the front axle and mechanical disc brakes 
are used for rear axle for experimentation 
(fig. 13). It is advisable to opt for hydrau-
lic disc brakes for both the front and back 
axles as they are economical and reliable.

4.8 Steering system
The controlling behaviour of a vehicle is 
influenced by the performance of its stee-
ring system. The track consisting of sharp 
turns and the stability of the system and 
the response time (feedback) are vital 
factors in deciding the vehicles’ run. The 
worm and sector mechanism, rack and 
pinion and the re-circulating ball mecha-
nism were among our options to go with. 
In this report, on consideration of moun-
ting ease, simplicity in design and consi-
dering that our vehicle is of the compact 
category; rack and pinion is chosen over 
the others. A practical picture is shown 
in the fig.14. The rack and pinion being 
a simple system; can be easily manoeuv-
red and the defect, if any, can be spotted 

and taken care of. Moreover the steering 
wheel and other relevant apparatus are 
so placed in the design, for easy entering 
and exit of the driver. Rack and pinion 
steering gear being compact and light pa-
ckage with kinematically stiffer characte-
ristics commonly employed on passenger 
vehicle cars. The composite error in the 
gear increases the torque required to rota-
te the steering wheel by the driver. Rack 
and pinion steering system has a very few 
moving parts, lighter in weight and eco-
nomical. It converts the rotational moti-
on of the steering wheel into the linear 
motion needed to turn the wheels. It pro-
vides a gear reduction, making it easier 
to turn the wheels. Recirculating steering 
system is used in heavy vehicle but for 
solar car the rack and pinion would be 

Fig. 12: Body of the solar vehicle.

Fig. 13: Experimental braking system used in 
vehicle.
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the good choice. In this steering system 
we can change the steering ratio accor-
ding to our desire like 12:1, 7:1, 10:1 etc. 
which will really increase the efficiency of 
our solar car.

4.9 Chain drive
Chain drive is a way of transmitting 
the mechanical power from one place 
to another. It is often used to convey 
power to the wheels of a vehicle, parti-
cularly bicycles and motorcycles. It is 
also used in a wide variety of machines 
besides vehicles. Most often, the power 
is conveyed by a roller chain, known as 
the drive chain, passing over a sprocket 
gear, with the teeth of the gear meshing 
with the holes in the links of the chain. 
The gear is turned, and this pulls the 
chain putting mechanical force into the 
system. Idler wheel are gears that do not 
put power into the system or transmit it 
out. An idler-wheel drive is a system used 
to transmit the rotation of the main shaft 
of a motor to another rotating device. An 
idler gear is a gear wheel that is inserted 
between two or more other gear wheels. 
The most important point to be noted in 
chain drive system is that the motor gear 
and the rear axle gear must be on a same 
line perpendicular to the rear axle. Any 
small error will result in displacement of 
chain. In this report, it is suggested to use 
a 2:1 ratio for teeth at the gears near the 
motor and at the rear axle.

There is a chance of flexibility in chain 
drive system. If the individual require-
ment is to go for faster speeds then the 
same ratio as mentioned earlier must be 
followed with more teeth at the motor 
and less number of teeth at the rear axle. 
If the individual requirement is for high-
er torque due to hilly or sandy roads, the 
same ratio in reverse must be followed 

with more teeth at the rear axle and less 
number of teeth are the motor gear.

5 Experiences
We tested the vehicle quite a few times 
and each test made us know much more 
interesting things about it. Initially, we 
couldn’t reach our estimated power and 
distance but some changes to the design 
and distribution of apparatus made it ef-
ficient. Some of the major problems we 
faced are mentioned in brief.

One major change which turned the tide 
was the introduction of chain drive sys-
tem replacing the former belt driven sys-
tem. The rubber belt was used to connect 
the motor shaft and the rear axle with the 
help of a pulley. As the number of tests 
increased, the belt began to expand due 
to the heat produced due to the friction 
between the motor shaft and the belt. 
This led to increased power consumption 
by motor which led to fast discharge of 
batteries. Also the belt had to be tighte-
ned by changing the position of motor 

which is a tedious job. The chain drive 
system answered all the queries of the 
previous system by decreasing friction, 
no requirement to displace motor, decre-
asing discharge and no jerk movements 
or slipping of the belt due to initial start-
up.

The selection of a reliable braking system 
is a very important part of achieving pro-
per vehicle control. We started with disc 
brakes for both front and rear axles. The 
front axle brakes are making the design 
of the steering system complex and it had 
to be replaced. So, they were changed to 
drum brakes which are placed inside the 
tyre rim by giving us proper space for the 
steering. We also replaced the rear bra-
kes with drum brakes but due to lack of 
professional knowledge on this kind of 
complex braking, we could not achieve 
reliable braking. This had a drastic effect 
on the morale of the group as it resul-
ted in an accident breaking the entire 
rear axle into half. Finally, we settled the 
problem by the use of mechanical disc 

Fig. 14: Rack and pinion steering system.

Day
Battery 

(Ah)
Current               

(A)
Charging 
time (h)

Efficiency 
(%)

Actual 
time (h)

Current 
drawn 

(A)

Load 
 (W)

Dischar-
ging time 

(h)

Speed 
(km/h)

Distance 
(km)*

1 33 8.34 3.956 90 4.396 15.62 749.76 2.112 50 105.6

2 33 8.24 4.004 90 4.449 17.78 853.44 1.856 50 92.8

3 33 8.1 4.074 90 4.526 16.24 779.52 2.032 50 101.6

4 33 8.15 4.049 90 4.498 15.40 739.20 2.142 50 107.1

5 33 8.32 3.966 90 4.407 15.33 735.84 2.152 50 107.6

Tab. 5: Speed, distance covered and time taken for charging and discharging.
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brakes to rear axle which are mounted on 
the rear axle beside the pulley. It had a 
simple operation and selection of proper 
disc brake helped us by achieving effici-
ent braking.

Some practical changes include placing 
the thermocouple sheets under solar pa-
nels and metal apparatus to damp the 
sound created during the vehicle run. 
Using a better insulated wiring in place 
of regular wires to withstand the heat 
produced by the high current flow. Dis-
tributing the weight of the apparatus in-
novatively by not clustering all the parts 
of a specific apparatus at a single place.

Every change made up learn more 
about the vehicle dynamics and helped 
in achieving the desired result. Some of 
the test drive results are tabled in Tab.5. 
Actual time is calculated by considering 
the efficiency of the batteries [battery ca-
pacity in Ah / (efficiency . current). The 
current drawn is observed by the use of 
a DMM (Digital Multimeter) during the 
vehicle run. It is not practically possible 
to run the vehicle at 50 km/h for such a 
long time. So, the vehicle is made to run 
in the range of 40 km/h to 60 km/h and 
the average of the speeds is considered 
for calculations. The starting speeds till 

40 km/h is achieved in a very short time 
so they can be ignored.

6 Discussions
In extension to this model of solar vehic-
le, there is scope for developments and 
also discussing some practical problems.

The introduction of regenerative braking 
to the existing model can be of a signi-
ficant boost to the solar vehicle. As for 
every time the brakes are used, it helps 
in charging the batteries. This decreases 
the pressure on the solar panels to char-
ge the batteries and the batteries can be 
charged quicker than at present. When 
you're driving along, energy flows from 
the batteries to the motors, turning the 
wheels and providing you with the kine-
tic energy you need to move. When you 
stop and hit the brakes, the whole process 
goes into reverse: electronic circuits cut 
the power to the motors. Now, your ki-
netic energy and momentum makes the 
wheels turn the motors, so the motors 
work like generators and start producing 
electricity instead of consuming it. Power 
flows back from these motor to the bat-
teries, charging them up. So a proportion 
of the energy you lose by braking is re-
turned to the batteries and can be reused 
when you start off again.

A solar tracking system along with the 
MPPT solar charge controller can be an 
effective addition to the present techno-
logy. As the sunlight can be in various di-
rection other than the way the vehicle is 
running or the radiation might be falling 
slant on the panel, the solar tracking de-
vice can track the sunlight and position 
the panel perpendicular to the radiation 
and get maximum output. This helps in 
higher current to charge the batteries 
faster. A combination of both the above 
mentioned techniques would be a great 
boost to the available technology as pro-
posed in this report.
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1 Der Mpemba-Effekt
„Der Mpemba-Effekt bezeichnet das 
paradoxe Phänomen, bei dem heißes 
Wasser unter bestimmten Bedingun-
gen schneller gefriert als kaltes Wasser. 
Benannt wurde der Effekt nach seinem 
Wiederentdecker, dem tansanischen 
Schüler Erasto B. Mpemba.“ [1]

Der Mpemba-Effekt ist also das Phä-
nomen, bei dem die gleiche Menge an 
ursprünglich heißem Wasser (ca. 90 °C) 
weniger Zeit für die Kristallisation be-
nötigt als ursprünglich kaltes Wasser  
(ca. 20 °C). 

Bei der Frage, was den Mpemba-Effekt 
ausmacht, scheiden sich die Geister. Die 
eine Fraktion (z.B. [3]) behauptet, die 
Entscheidung, ob der Mpemba-Effekt 
eingetreten ist, kann schon nach dem 

Abkühlen des Wassers auf 0 °C getroffen 
werden. Damit wird behauptet, dass der 
Mpemba-Effekt dann auftritt, wenn es 
das heiße Wasser ist, das zuerst auf 0 °C 
abkühlen konnte.

Die andere Gruppe an Wissenschaftlern 
(z.B. [1]) behauptet, der Mpemba-Effekt 
sei nur dann eingetreten, wenn das heiße 
Wasser unter 0 °C (z.B. -1 °C) abgekühlt 
ist. Dafür spricht, dass Wasser erst dann 
vollständig gefroren ist, wenn es unter 
0 °C abgekühlt ist und  somit alle latente 
Wärme abgegeben hat.

Um diesem Phänomen grundsätzlich auf 
die Spur zu kommen, ist es notwendig, 
klar zwischen verschiedenen Größen zu 
unterscheiden: Die Abkühlzeit bezeich-
net die Zeit, die Wasser benötigt, um 
von einer Ausgangstemperatur auf 0 °C 

herunter zu kühlen. Die Temperatur-
Zeit Kurve ist typischerweise umso stei-
ler, je wärmer das Wasser ist. Je geringer 
die Temperatur des Wassers ist, desto fla-
cher ist die Temperatur-Zeit Kurve. Die 
Steigung der Temperatur-Zeit Kurve ist 
ein Maß für die Abkühlgeschwindigkeit. 
Die Kristallisationszeit gibt an, wie lange 
das Wasser gebraucht hat, um den Ag-
gregatszustand vollständig zu wechseln. 
In dieser Zeit bleibt die Temperatur kon-
stant bei 0 °C, obwohl die Umgebung 
weiterhin kälter als 0 °C ist.

2 Wasser und seine Anomalie
Wasser hat unter normalem Druck bei 
4 °C seine größte Dichte. Sowohl wär-
meres Wasser als auch Eis haben eine 
geringere Dichte. Eis schwimmt daher 
auf Wasser. In einem See kommt es in 
Abhängigkeit von der Wasser- und Au-

Untersuchungen zur Temperaturschichtung und zum Strömungsverhalten in ge-
frierenden Wasserproben

Manchmal hält sich die Natur nicht an den gesunden Menschenverstand. Wenn man die gleiche Menge 
heißes und kaltes Wasser in einen Gefrierschrank stellt, würde wahrscheinlich jeder davon ausgehen, 
dass das ursprünglich kalte Wasser zuerst zu Eis gefriert. Doch in vielen Fällen gefriert tatsächlich das 
ursprünglich heiße Wasser schneller.
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ßentemperatur zu einer Schichtung 
des Wasserkörpers. Dabei steigt kaltes 
Wasser im Winter an die Oberfläche, 
während sich 4 °C kaltes Wasser am See-
grund sammelt. Im Sommer beträgt die 
Temperatur am Grund weiterhin 4 °C, 
während das Wasser an der Oberfläche 
deutlich wärmer ist (siehe Abb. 1).

Der Grund für diese Dichteanomalie 
lässt sich auf der Abb. 2 (Seite 40) erken-
nen: Das Wassermolekül ist ein Dipol. 
Das bedeutet, dass eine Seite des Wasser-
moleküls eine positive Teilladung trägt, 
während die andere Seite eine negative 
Teilladung trägt. Dies hat zur Folge, 
dass sich Wasser beim Gefrieren in ei-
nem Gitter anordnet. Je näher sich die 
Temperatur des Wassers der 4 °C-Marke 
nähert, desto komprimierter und dichter 
aufeinander liegen die Wassermoleküle 
vor. Die Dichte steigt also mit abneh-
mender Temperatur. Bei einer weiteren 
Abkühlung haben die Wassermoleküle 
eine geringere Bewegungsenergie und so 
ordnen sich die Wassermoleküle in dem 
Muster an, das man auf Abb. 2 unten 
sieht. Zwischen den Wassermolekülen 
gibt es deswegen große Freiräume, wel-
che wiederum eine geringere Dichte her-
vorrufen. Die größte Dichte hat Wasser 
zwischen diesen zwei Phasen, eben bei 
4 °C.

3 Der Grundversuch
3.1 Aufbau des Grundversuchs
Bei meinen Versuchen füllte ich Wasser 
in ein Glas. Davon wurde eine Wasser-
probe von exakt 150 g in eine Kristallisa-
tionsschale gegeben, während der Rest in 
einen Wasserkocher gefüllt wurde. Das 
Wasser wurde erhitzt und dann ebenfalls 
150 g in eine andere, genau baugleiche 
Kristallisationsschale gefüllt. Beide Kris-
tallisationsschalen stellte ich nebenein-
ander in ungefähr gleichem Abstand zur 
Wand in den Gefrierschrank. Die Tem-
peratur der Kühlplatte beträgt -25°C. 

Das Wasser wird also aufgrund der 
Kühlspiralen hauptsächlich von unten 
gekühlt. Dann legte ich die Deckel auf 
die Schalen und steckte jeweils einen 
Thermofühler durch die Bohrung in die 
Wasserproben. Danach führte ich die 
Kabel seitlich aus dem Kühlschrank he-
raus, indem ich die Dichtung ein klein 
wenig zusammendrückte (siehe Abb. 3). 
Die Thermofühler und die Kabel sind 
Teil der Labormesstechnik LabQuest der 

Abb. 1 b): Dichte von Wasser in Abhängigkeit der Temperatur (nach [2]).

Abb. 1 a): Temperaturgradient in einem See zu verschiedenen Jahreszeiten.
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Abb. 2: Anordnung  von Wassermolekülen in verschiedenen Aggregatszuständen: fest mit δ< 0 °C  
(unten), flüssig mit δ≈4 ° C (Mitte), gasförmig (oben).
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Firma Vernier [8]. Eine nahe liegende 
Vermutung, die den Mpemba-Effekt er-
klären würde und zu den Bedingungen 
gehört, unter die ich meine Experimen-
te stellte, ist, dass es Unregelmäßigkei-
ten im Gefrierschrank gibt. Würde die 
heiße Wasserprobe also immer an einem 
kälteren Ort stehen, so würde dies irr-
tümlicherweise den Mpemba-Effekt 
hervorrufen. Diese These kann jedoch 
durch Referenzversuche widerlegt wer-
den, bei denen zwei Proben gleich war-
men Wassers nebeneinander eingefroren 
werden. Das Ergebnis dieser Referenz-
versuche ist, dass beide Wasserproben 
an verschiedenen Orten genau gleich 
schnell gefrieren. Dies zeigt, dass die Be-
dingungen sowohl für das heiße als auch 
für das kalte Wasser genau gleich sind 
und Unregelmäßigkeiten im Gefrier-
schrank ausgeschlossen werden können.

3.2 Beobachtungen im Grundversuch
Abb. 4 zeigt einen typischen Verlauf 
meines Grundversuchs. Klar zu erken-
nen ist, dass das ursprünglich heißere 
Wasser zu einem früheren Zeitpunkt 
vollständig gefroren ist als das ur-
sprünglich kältere Wasser (entspricht 
Mpemba-Effekt). Bei all meinen über 
einhundert oben beschriebenen Versu-
chen kann man drei verschiedene Pha-
sen unterscheiden.

Phase 1: Abkühlphase Wasser
Die Abkühlphase, in der das Wasser 
noch flüssig vorliegt, ist der Bereich in 
Abb. 4, bei dem sowohl ursprünglich 
heißeres als auch kälteres Wasser von 
ihrer ursprünglichen Temperatur auf 
0 °C herabkühlen. In Abb. 4 kann man 
sehen, dass die anfängliche Abkühlge-
schwindigkeit beim heißen Wasser grö-
ßer ist. Das kann man daran erkennen, 
dass die Temperaturkurve des heißen 
Wassers stärker fällt. Auffällig ist auch, 
dass die Abkühlgeschwindigkeit zum 
Beispiel bei 18 °C beim ursprünglich 
heißeren Wasser größer ist als beim ur-
sprünglich kälteren Wasser. Dies deutet 
auf eine schnellere Abkühlung des hei-
ßen Wassers schon während der ersten 
Abkühlphase hin.

Jedoch ist auch ersichtlich, dass die 
Kurve des kalten Wassers schneller die 
0 °C-Marke (42 Minuten) erreicht als 
die des heißen Wassers (63 Minuten). 
Das liegt daran, dass zwar die Abkühl-
geschwindigkeit des heißen Wassers grö-

ßer ist, das heiße Wasser aber auch sehr 
viel mehr Wärme abgeben muss, um 
auf 0 °C herunterzukühlen. Das kalte 
Wasser hingegen hat zwar eine kleine-
re Abkühlgeschwindigkeit, muss ins-
gesamt aber weniger Wärme abgeben. 
Diese Beobachtung gilt ausnahmslos für 
alle meine Grundversuche. Auch wenn 
der Mpemba-Effekt nur in etwa einem 
Drittel aller Versuche aufgetreten ist, 
war es dennoch immer so, dass das kalte 
Wasser zuerst die 0 °C-Marke erreicht 
hatte.

Phase 2: Kristallisationsphase
Während der Kristallisation (=Eisbil-
dung) ändert sich die Temperatur über 
einen langen Zeitraum nicht, obwohl 
die Umgebungstemperatur weiterhin 
bei weniger als 0 °C liegt. Das kann man 

damit erklären, dass Wasser eine gewisse 
Energie aufnehmen oder abgeben muss, 
um den Aggregatszustand zu wechseln. 
Diese Energie wird als latente Schmelz- 
oder Gefrierwärme bezeichnet.

Über das Auftreten des Mpemba-Effekts 
entscheidet nach jetzigem Erkenntnis-
stand die „Kristallisationsgeschwin-
digkeit“, die dann mit der Kristallisa-
tionsszeit zusammenhängt. Da beide 
Wasserproben aufgrund der genau glei-
chen Menge Wasser auch denselben 
Energiebetrag abgeben müssen, ist so-
zusagen der „Weg“ gleich. Jedoch muss 
das ursprünglich heißere Wasser den 
zeitlichen Vorsprung, den das ursprüng-
lich kältere Wasser hat, noch aufholen. 
Im Grunde ist es genau das, was den 
Mpemba-Effekt ausmacht und so ver-

Abb. 3: Versuchsaufbau des Grundversuchs.

Abb. 4: Versuchsaufbau des Grundversuchs.
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blüffend ist. Die Frage, die sich stellt, 
wenn man dem Mpemba-Effekt auf die 
Spur kommen will, ist, welche Vorgän-
ge in der Kristallisationsphase ablaufen, 
die zu einer höheren Kristallisationsge-
schwindigkeit im ursprünglich heißen 
Wasser führen.

Phase 3: Abkühlphase Eis
Sobald die Kristallisation abgeschlossen 
ist, kühlt das gefrorene Wasser weiter 
ab, bis es die Umgebungstemperatur 
erreicht hat. Diese Phase ist von weni-
ger großen Bedeutung, da die Frage, ob 
das Experiment einen Mpemba-Effekt 
ergab oder nicht, schon mit dem Ende 
der Kristallisationsphase beantwortet 
werden kann.

3.3. Grundversuch ohne Deckel
In [2] wird die Vermutung geäußert, 
dass im heißen Wasser aufgrund der 
höheren Temperatur so viel Wasser ver-
dampfen würde, dass am Ende der Ab-
kühlphase, in der das Wasser noch flüs-
sig vorliegt, weniger Masse in der Schale 
ist, die zum Gefrieren übrig bleibt. So-
mit wäre die Energie, die zum Gefrieren 
dieser kleineren Wassermenge abgeführt 
werden muss im Vergleich mit der Ener-
gie, die das ursprünglich kalte Wasser 
abführen muss, geringer. Zusätzlich zu 
der kleineren zu gefrierenden Masse 
kommt der Betrag der Energie, der bei 
der Verdunstung des Wassers gebraucht 
wird, um das Wasser zu verdampfen. 
Dieser würde zusammen mit dem Was-
serdampf das System verlassen. Das 

zurückbleibende Wasser würde durch 
diesen Effekt ebenfalls gekühlt werden. 
Folge daraus wäre, dass das heiße Wasser 
schneller abkühlt und so eher gefriert. 
Um diese weit verbreitete Vermutung 
zu überprüfen, veränderte ich meinen 
Versuchsaufbau wie folgt: Im ersten Ver-
such wurden die beiden Gefrierschalen 
durch zwei Deckel von der Umgebung 
getrennt (siehe Grundversuch), im zwei-
ten Versuch wurden diese Deckel weg-
gelassen.

Es ergab sich folgendes Ergebnis (siehe 
Tab. 1): Der Mpemba-Effekt trat so-
wohl bei den Versuchen mit Deckel als 
auch bei den Versuchen ohne Deckel 
mit ungefähr der gleichen Häufigkeit 
auf, also in ungefähr dreißig Prozent al-
ler Versuche.

Daraus schließe ich, dass Verdunstung 
keine Rolle spielt. Um auch bei allen 
nachfolgenden Versuchen Einflüsse 
durch Verdunsten des heißen Wassers 
ausschließen zu können, führte ich da-
nach alle Versuche immer mit Deckeln 
durch.

3.4 Grundversuch mit deionisiertem 
Wasser
Um den möglichen Einfluss von in Wasser 
gelösten Stoffen wie Salze oder Kalk aus-
zuschließen, wurden Versuche mit deio-
nisiertem Wasser durchgeführt. Tab. 2 
zeigt die Ergebnisse. Der Mpemba-Ef-
fekt trat bei den Versuchen mit deioni-
siertem Wasser ungefähr so oft ein wie 

bei den Versuchen mit normalem Lei-
tungswasser.

3.5 Grundversuch mit Vibrationen
In [3] wird darauf hingewiesen, dass in 
manchen Fällen eine Unterkühlung be-
obachtet wurde und in anderen nicht: 
„Even throughout my humble set of experi-
ments great differences in the temperature 
of supercooling were observed and in some 
cases it even appeared to be absent. It is 
important to bare in mind that comple-
te absence of supercooling prior to a phase 
transition is not possible, since supercoo-
ling is necessary in order to form initial ice 
crystal. However, in some cases supercoo-
ling is simply not noticed during the expe-
riment because it is localized on the walls 
of the container.”[3]

In [3] wird auch die Meinung vertreten, 
der Mpemba-Effekt könne nur eintre-
ten, wenn das kalte Wasser davor unter-
kühlt.

„Hot water will freeze before cooler wa-
ter only when the cooler water supercools 
[…]”[3].

Auch in [4] ist ebenfalls die Rede davon, 
dass der Mpemba-Effekt nur mittels 
Unterkühlung zu erklären sei.

Prinzipiell könnte eine Unterkühlung 
des Wassers ursächlich sein, denn wenn 
man Wasser ganz in Ruhe lässt und 
nur abkühlt, dann kann die Tempera-
tur des Wassers auf deutlich unter 0 °C 
sinken, ohne dass das Wasser zu gefrie-
ren beginnt. Doch wenn man dann das 
Wasser nur etwas in Bewegung bringt 
oder Kristallisationskeime hinzugibt, so 
gefriert das Wasser schlagartig. Wenn 
ich im Kühlschrank diese Bedingungen 
hätte, dass das Wasser vollkommen still 
steht, dann könnte eine Unterkühlung 
eintreten. In dieser Zeit könnte das hei-
ße Wasser nachziehen und so überholen. 

Dieser Effekt sollte aber überwiegend 
bei reinen Wasserproben, also destillier-
tem Wasser eintreten, da Inhaltstoffe 
als Kristallisationskeime wirken könn-
ten. Meine Versuche mit deionisiertem 
Wasser sprechen zunächst dafür. Um 
das Auslösen der Kristallisation zu ver-
gleichen, überlegte ich mir folgenden 
Aufbau. Ich klebte zwei Schalen mit 
Isolierband zusammen, wobei in der 
Mitte ein Handy befestigt war (siehe 

Tab. 1: Anzahl der verschiedenen Experimente mit und ohne Deckel mit verschiedenen Ausgängen.

Tab. 2: Anzahl der Experimente mit verschiedenen Wasserarten mit verschiedenen Ausgängen.

Versuche mit Deckel Versuche ohne Deckel

Anzahl Anteil in % Anzahl Anteil in %

Heißes Wasser ist  
schneller kristallisiert 31 33 2 25

kaltes Wasser ist 
schneller kristallisiert 51 54 5 63

unentschieden 12 13 1 13

Versuche mit Leitungswasser
Versuche mit deionisiertem 

Wasser

Anzahl Anteil in % Anzahl Anteil in %

Heißes Wasser ist  
schneller kristallisiert 4 40 27 32

kaltes Wasser ist 
schneller kristallisiert 4 40 47 56

unentschieden 2 20 40 12
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Abb.5) Als die zwei Wasserproben sich 
in der Kristallisationsphase befanden, 
rief ich alle zehn Minuten das Handy 
an. Immer wenn ich das tat, erschüt-
terte das Handy die Wasserproben. Der 
Mpemba-Effekt trat trotz des Verhin-
derns einer Unterkühlung ein. Aus die-
sem Ergebnis schließe ich, dass ich diese 
sehr weit verbreitete These widerlegt 
habe. Dafür spricht außerdem, dass es 
allgemein anerkannt ist, dass eine wirk-
lich bemerkenswert große Unterküh-
lung von Wasser wirklich nur in perfek-
ten Bedingungen auftritt, welche ich bei 
meinen Versuchen sicher nicht hatte, da 
immer ein Temperatursensor mit in der 
Wasserprobe war. Dadurch kann man 
auch auf den Diagrammen nicht sehen, 
dass die Temperatur gleich nach der ers-
ten Abkühlphase auf unter 0 °C sinkt.

3.6 Beobachtungen am Eis
Aus den Grundversuchen blieben nach 
dem Experiment immer zwei Eisproben 
übrig, die nach den Experimenten auf 
optische Auffälligkeiten untersuchen 
wurden. Die Eisproben, die aus den 
oben beschrieben Versuchen mit De-
ckeln und deionisiertem Wasser stamm-
ten, wurden gegen das Licht gehalten 
und mit einer Digitalkamera fotogra-
fiert. Es zeigte sich in der Mehrzahl aller 
Versuche, dass das ursprünglich kältere 
Wasser Lufteinschlüsse in sich birgt. 
Diese sieht man sehr deutlich als klei-
ne Luftbläschen, die das Wasser milchig 
werden lassen. Beim ehemals heißen 
Wasser jedoch gab es keine Luftein-
schlüsse. (siehe Abb. 6).

Das nächste, was mir bei der Untersu-
chung der Eisproben auffiel, war, dass 
sich immer wieder dieselben Muster so-
wohl beim ursprünglich heißen als auch 
beim vormals kalten Wasser zeigen. Die 

erste Form, die sich immer wieder zeigt, 
ist die „H-Form“. Die zweite Form ist 
die „Dreiecksform“. Warum die trüben 
bzw. klaren Stellen entstehen, wird im 
Kapitel „Vergleich: Gerührt gegen Un-
gerührt“ wieder aufgegriffen. Des Wei-
teren führte ich Versuche durch, bei der 
jede Schale von jeweils einer Webcam 
gefilmt wurde. Die Filme zeigen fol-
gendes: Sowohl beim früher heißen als 
auch beim früher kalten Wasser bildet 
sich ein „Ring“ aus milchigem Was-
ser (siehe Abb. 8). Diese „Ringe“ sind 
nach jetzigem Erkenntnisstand aber nur 
während der Kristallisation zu sehen, 

bevor sich dann weiteres milchiges Eis 
bildet und die Ringform verdeckt. Was 
übrig bleibt, sieht man besonders bei 
der Dreiecksform (vgl. Eisstrukturen) 
sehr gut. Die Ringform ist also nur eine 
Vorstufe zur Dreiecksform. Bei der H-
Form schließe ich allerdings eine klare 
Ringstruktur aus, es scheint zumindest 
logischer, dass möglicherweise zwei Rin-
ge entstehen, die sich dann zu einer H-
Form zusammenfügen. Die beschriebe-
nen Versuchsergebnisse erkläre ich mir 
wie folgt: Gase im Wasser haben keinen 
direkten Einfluss auf den Gefrierpunkt. 
Daher ist zu vermuten, dass eine sekun-

Abb. 5: Versuchsaufbau bei Vibrationsversuchen.

Abb. 6: Fotografien der Eisproben aus den Grundversuchen.

Abb. 7: Bilder von drei verschiedenen Eisproben a) Versuch 82 heiß b)Versuch 77 heiß c) Versuch 76 kalt.



Jugend forscht

63

Yo
u

n
g 

R
es

ea
rc

h
er

 

däre Eigenschaft, nämlich die besonders 
gute Isolation, eine Rolle spielt. Aus der 
Tatsache, dass sich Gase in wärmerem 
Wasser schlechter lösen als in kälterem 
(siehe Abb. 9), schließe ich, dass beim 
heißen Wasser fast keine Gase mehr 
gelöst sind und sich das auch während 
des Abkühlprozesses nicht sonderlich 
ändert. Anders hingegen sieht es beim 
kalten Wasser aus. Im eben diesem sind 
noch sehr viele Gase gelöst. Das einge-
schlossene Gas hat einen isolierenden 
Effekt auf die innen liegenden Wasser-
mengen und führt so durch eine lang-
samere Wärmeabgabe von innen nach 
außen zum langsameren Gefrieren des 
ehemals kalten Wassers.

4 Detailversuche zur Temperatur
4.1 Innen-Außen-Vergleich
Die Schalen wurden immer von außen 
gekühlt. Die Luft im Gefrierschrank ist 
um einiges kälter als das Wasser im In-
neren der Schalen. Das wirft die Frage 
auf, in welcher Orientierung das Wasser 
in der Schale nun gefriert. Um diesen 
Prozess nachvollziehen zu können, führ-
te ich folgenden Versuch durch:

In einer Schale mit 20 cm Durchmesser 
wurden vier Temperatursensoren plat-
ziert, die wie auf Abb. 10 angeordnet 
waren. Dieser Versuch wurde jeweils 
mehrere Male mit heißem und kaltem 
Wasser durchgeführt.

Abb. 11 (Seite 64) zeigt die gemessenen 
Temperatur-Zeit Kurven. Die oberen 
vier Kurven beschreiben den Tempe-
raturverlauf des ursprünglich kalten 
Wassers, die vier unteren Kurven be-
schreiben den Temperaturverlauf des 
ursprünglich heißen Wassers. Beim 
kalten Wasser sieht man, dass die rote 
Kurve, die den äußersten Thermofühler 
repräsentiert, schon sehr früh nach un-
ten abknickt, während die weiter innen 
liegenden Schichten weiterhin bei 0 °C 
bleiben. Das zeigt, dass Wasser von au-
ßen nach innen gefrieren. Grund dafür 
ist, dass die außen und damit näher an 
der Gefrierschrankluft liegenden Was-
sermassen schneller Wärme abgeben 
können und so auch schneller gefrie-
ren. Wenn man aber die Verlaufskurve 
von kaltem und heißem Wasser einmal 
vergleicht, dann stellt man fest, dass es 
beim kalten Wasser (obere Kurve) eine 
sehr viel stärkere Verzögerung gibt, bis 
die inneren Schichten anfangen zu kris-

Abb. 9: Löslichkeit von verschiedenen Gasen in Abhängigkeit von der Wassertemperatur (nach [10]).

Abb. 10: Versuchsaufbau mit  4 seitlich versetzten Temperatursensoren.

Abb. 8: Ringbildung im kalten (links) wie auch im heißen (rechts) Wasser.
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tallisieren. Es gibt zwar beim heißen 
Wasser ebenfalls eine Verzögerung, diese 
ist allerdings weniger ausgeprägt als im 
kalten Wasser. Dies spielt eine entschei-
dende Rolle.

Beim kalten Wasser gibt es durch die 
im weiteren Verlauf genauer erläuterten 
Effekte eine Kristallisation, die außen 
beginnt und lange braucht, bis sie die 
Mitte des Wasserkörpers erreicht hat. 
Das Eis, das zwischenzeitlich zwischen 
Gefäßrand und noch flüssigem Inneren 
liegt, isoliert besonders aufgrund der 
nur im kalten Wasser vorkommenden 
Luftbläschen besonders gut. Bei heißem 
Wasser spielen Luftbläschen keine Rolle, 
weswegen der isolierende Effekt eine zu-
mindest kleinere Rolle spielt.

4.2 Temperaturschichtung
Als nächstes untersuchte ich die Tempe-
raturschichtung im Wassergefäß. Dafür 
wurde ein größeres Gefäß mit Wasser 
gefüllt und von vier Temperatursensoren 
überwacht (Anordnung siehe Abb. 14).

Abb. 12 zeigt Temperatur-Zeit Kurven. 
Zu Anfang bildet sich eine ganz klar 
ausgeprägte Schichtung. Man kann se-
hen, dass der Thermofühler, der sich 
am nächsten zum oberen Rand befindet 
(blau), die höchste Temperatur anzeigt, 
während der Thermofühler, der die 
Temperatur des Wassers nahe des Bo-
dens misst (violett), immer die gerings-
ten Werte anzeigt. In der zweiten Hälfte 
sieht es anders aus. Die rote Kurve, wel-
che die Temperatur des obersten Wasser-
schichten widerspiegelt, fällt plötzlich 
sehr stark ab, wärend die Kurve, die die 
Temperatur der bodennahen Schichten 
wiedergibt, sehr lange stagniert. Nach 
diesem Wechsel tauscht sich die Reihen-
folge gerade um. Die kältesten Tempera-
turen weist nun der obere Thermofühler 
auf, während der bodennächste Thermo-
fühler nun die höchsten Temperaturen 
anzeigt. Bemerkenswert ist außerdem 
noch, dass dieser Wechsel genau bei 4 °C 
stattfindet.

Hier kommt die Anomalie von Was-
ser zum Tragen: Wasser hat bei 4 °C 
die höchste Dichte. Zu Beginn lag der 
Durchschnitt der Temperaturen über 
4 °C. Das spiegelt die Situation eines 
Sees im Sommerzustand wider. (siehe 
Abb. 1) Das kälteste und damit dichteste 
Wasser befindet sich ganz unten, wäh-

rend sich das wärmere Wasser oben sam-
melt. Die zweite Hälfte des Diagramms 
spiegelt die Wintersituation eines Sees 
wider: Das 4 °C kalte Wasser ist jetzt, 
obwohl es wärmer ist, trotzdem dich-
ter. Das führt dazu, dass sich das kältere 
Wasser darüber schichtet. Zwischen die-
sen zwei Phasen gibt es eine Übergangs-
phase, genau dort, wo die durchschnitt-
liche Temperatur um die 4 °C beträgt. 
Die Schichtung kehrt sich um.

4.3 Wärmebilder
Um wirklich sicher zu gehen, dass es im 
Wasser eine Temperaturschichtung gibt, 
ließ ich die Kristallisierschalen, in denen 
sich das Wasser laut Thermofühler gera-
de bei 0 °C befindet, mit einer Wärme-
bildkamera fotografieren.

Wie man auf den Thermografie-Aufnah-
men (siehe Abb. 13) sieht, gibt es sowohl 

im heißen als auch im kalten Wasser 
eine Schichtung. Das heißeste Wasser  
(ca. 12 °C) befindet aufgrund der gerin-
geren Dichte an der Oberfläche und das 
kältere Wasser darunter. Wirklich ver-
wunderlich ist dabei, dass man eigentlich 
erwarten sollte, das 4 °C kalte und somit 
dichteste Wasser befinde sich am unte-
ren Rand des Betrachtungsvolumens. 
Tatsächlich jedoch befindet es sich un-
gefähr in die Mitte, dafür befindet sich 
das 0 °C kalte Wasser am unteren Rand. 
Was man auch noch sieht, ist, dass sich 
oben eine Wärmeschicht ausbildet, die 
sich von den kälteren, darunter liegen-
den Wasserschichten abgrenzt. Ein wei-
terer Aspekt, ist, dass sich beim vormals 
heißen Wasser „Wellen“ in der oberen 
Schicht gebildet haben. Aus diesen Wel-
len am unteren Rand der Wärmeschicht 
und der vorliegenden Schichtung kann 
man herleiten, dass es in beiden Ge-

Abb. 11: Versuchsdiagramm, das beide Wasserproben im Vergleich zeigt.

Abb. 12: Versuchsergebnis bei Versuchen mit vier  in der Höhe variierenden Temperatursensoren.
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fäßen Strömungen gibt. Das dichtere 
4 °C kalte Wasser sinkt in der Mitte (die 
man hier leider nicht sieht, da hier eine 
Seitenansicht vorliegt) ab und das 0 °C 
kalte und damit weniger dichte Wasser 
steigt am Rand auf, wie man es hier sehr 
schön sieht. Die Tatsache, dass die Wel-
len in der Wärmeschicht nur beim einst 
heißen Wasser auftreten, legt nahe, dass 
die Strömungen im heißen Wasser aus-
geprägter sind als im kalten.

5 Detailversuche zur Strömung
5.1 Tinteneinspritz-Versuch
Wie beim Versuch aus 4.2 beschrei-
ben gibt es eine Schichtungsumkehr, 
die zwingend auf Strömungen basieren 
muss. Diese und andere Strömungen 
sichtbar zu machen, war das Ziel des 
nächsten Versuches.

Um Strömungen im Wasserkörper sicht-
bar zu machen, verwendete ich Tinte, 
die im Wasser mit den Strömungen 
mittreibt. Um diese ins Wasser zu brin-
gen, ohne dass die Einspritzung an sich 
Strömungen auslöst, dachte ich mir 
folgenden Versuchsaufbau aus (siehe  
Abb. 14): Ein Rohr mit einem Durch-
messer von ungefähr 6,5 cm und einer 
Länge von 45 cm wurde an fünf Stel-
len mit einer Bohrung versehen. An 
der mittleren Bohrung wurde ein Rohr 
befestigt, das in regelmäßigen Abstän-
den Tinte in das Innere des Rohres lei-
tete. Die Regelmäßigkeit wurde dabei 
von einem automatisch regelnden Ven-
til garantiert. Durch die anderen vier 
Bohrungen wurden Temperaturfühler 
gesteckt, die permanent die Tempera-
tur überwachten. Gefilmt wurde dieser 
Versuchsaufbau gleichzeitig von drei Ka-
meras.

Wie man auf der Abb. 15 und auch im 
Film sieht, bewegt sich das dichtere, 4°C 
kalte Wasser in der Mitte nach unten 
und das 0 °C kalte und damit weniger 
dichte Wasser bewegt sich am Rand nach 
oben. Was auffällt ist, dass die Strömun-
gen beim ursprünglich heißen Wasser 
wesentlich schneller sind als beim ur-
sprünglich kalten Wasser. Die Begrün-
dung dafür ist, dass das Wasser, das sich 
am Rand befindet, sehr stark von der 
Umgebung abgekühlt wird. Diese dün-
ne Schicht kalten Wassers am Rand sinkt 
sehr schnell ab und wird durch warmes 
Wasser aus der Mitte ersetzt. Es gibt also 
anfänglich einen Temperaturunterschied 

Abb. 13: Wärmebilder zweier Wasserproben, für die der  Temperaturfühler 0 °C anzeigt.

Abb. 14: Versuchsaufbau , um Tinte zu verschiedenen Zeiten in ein Gefäß zu geben.
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zwischen Rand und Mitte, welcher im 
heißen Wasser deutlich ausgeprägter ist. 
Daher bildet sich ein Kreislauf, der beim 
heißen Wasser sehr schnelle Strömungen 
hervorruft. Wenn man die Wassersäule 
lange genug im Gefrierschrank stehen 
lässt, man beobachtet man, dass sich die 
Tinte in das Innere der Wassersäule „zu-
rückzieht“. 

Wie man auf der Abb. 16 sieht, befindet 
sich die Tinte vollständig in der Mitte 
der Wassersäule, während sich außen das 
glasklare Eis befindet. Wenn man diesel-
be Säule ohne Tinte im Gefrierschrank 
stehen lässt, so stellt man ebenfalls fest, 

dass sich die Lufteinschlüsse in Richtung 
Mitte ausrichten.

Diese Beobachtung ist mit den Gesetzen 
der Strippung zu erklären: Die Tinte, 
die im Wasserkörper eine Verunreini-
gung darstellt, wird immer versuchen, 
sich in der flüssigen Phase zu halten, 
solange die Konzentration der Tinte 
im Inneren nicht zu hoch wird. Die-
se Beobachtung beweist, wie bereits in 
früheren Versuchen gezeigt, das Wasser 
gefriert immer von außen nach innen. 
Dass das ursprünglich kalte Wasser am 
äußeren Rand schon sehr früh anfängt 
zu gefrieren, aber lange braucht zum 

komplett Gefrieren, lässt sich auch hier 
sehen: Die Tinte fängt zwar sehr früh an, 
sich in die Mitte „zusammen zu ziehen“, 
braucht allerdings lange, bis sie zum 
Stehen kommt. Im ursprünglich heißen 
Wasser zieht sich die Tinte erst später zu-
sammen, jedoch dann schneller als beim 
ursprünglich kalten Wasser

5.2 Vergleich: Gerührt gegen Unge-
rührt
Um zu überprüfen, welchen Einfluss 
Strömungen auf die Gefrierdauer haben, 
führte ich folgenden Versuch durch: 
Zwei Schalen mit dem gleichen Volu-
men an exakt gleich warmem Wasser 

Abb. 16: Tinten-“Säule“ in der Mitte des Eiskörpers.Abb. 15: Mitströmende Tinte.
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wurden im Gefrierschrank bei -20 °C 
gekühlt. Die eine Schale stand auf einem 
Rührer, der mithilfe eines Magnetfisches 
das Wasser in einer kreisförmigen Be-
wegung hielt. Die andere Schale stand 
ohne Rührer und ohne Magnetfisch 
im Gefrierschrank (siehe Abb. 17). Die 
Temperatur wurde automatisch erfasst 
und gespeichert. Nach dem Gefrierpro-
zess wurde die Eisprobe abfotografiert, 
damit auch Auffälligkeiten in Struktur 
und Muster festgestellt werden konnten.

Abb. 18 zeigt, dass das Wasser, das nicht 
gerührt wurde, sehr milchig gefroren ist. 
Man kann keineswegs hindurchschauen, 
es gibt viele extrem kleine Lufteinschlüs-
se. Dagegen kann man beim Wasser, das 
gerührt wurde, sehr gut durchschauen, 
es gibt sehr wenige Lufteinschlüsse, man 
kann ohne Probleme durchsehen, es ist 
glasklar.

Die Temperatur-Zeit Kurven zeigen, 
dass das gerührte Wasser deutlich schnel-
ler durchgefroren ist als das ungerührte 
Wasser. Es scheint also eine Verbindung 
zwischen dem Aussehen der Eisprobe, 
den Strömungen und dem Temperatur-
verlauf zu bestehen.

6 Überlegungen zur Abkühlung und 
Erstarrung von Wasser
Wie ich im Versuch, der das Gefrierver-
halten von gerührtem und nicht gerühr-
tem Wasser gegenüberstellt, festgestellt 
habe, gibt es eine Verbindung zwischen 
dem Aussehen der Eisprobe, den Strö-
mungen und dem Temperaturverlauf. 
Um die vorhergehenden Thesen und 
Versuche zu einer These zusammenzu-
knüpfen, möchte ich bei den Rührver-
suchen und damit dem Zusammenhang 
zwischen Strömungen und Gefrierge-
schwindigkeit beginnen.

Wenn ein See gefriert, dann ist sein Eis 
immer milchig. Wenn dagegen ein Fluss 
oder ein Wasserfall gefriert, dann ist das 
Eis immer glasklar. Aber warum? Was 
unterscheidet die beiden? Die Antwort, 
die ich experimentell mit den Rührver-
suchen herausgefunden habe, ist folgen-
de: die Bewegung, die Strömungen. Sie 
sind ursächlich für die Klarheit oder bei 
Fehlen auch für die Trübheit der Eispro-
be. Denn bei den Versuchen, bei denen 
das Wasser gerührt wurde, es also mit 
Sicherheit ziemlich starke Strömungen 
gab, entstanden glasklare Eisproben, wo-

hingegen es beim ungerührten Wasser zu 
milchigen Eisproben kam. Erstaunlich 
ist aber, dass das Wasser, das gerührt wur-
de, auch schneller gefroren ist. Das passt 
zu den Ergebnissen der Tinteneinspritz-
versuche, bei denen ich herausgefunden 
habe, dass das heiße Wasser auch deut-

lich schneller strömt. Aus diesen zwei Er-
kenntnissen folgt, dass das ehemals heiße 
Wasser schnellere Strömungen besitzt, 
und dass schnellere Strömungen immer 
zu einer kürzeren Gefrierdauer führen. 
Das kalte Wasser, das weniger bis kei-
ne Strömungen besitzt, ist also klar im 

Abb. 17: Versuchsaufbau mit einem Gefäß, das in Bewegung gehalten wird und einem Gefäß, in dem 
das Wasser in Ruhe bleibt.

Abb. 19: Schematische Darstellung der Temperaturverteilung.

Wärmeschicht

Kälter = 0 °C
Kälter = 0 °C

Wärmer = 4 °C

Abkühlung Abkühlung

Erwärmung Erwärmung

Abb. 18: Vergleich der Eisproben. 
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Nachteil, wenn es darum geht, schnellst-
möglich zu gefrieren.

Im Folgenden werde ich erklären, wa-
rum genau diese Strömungen zu einer 
schnelleren Kristallisation führen. Der 
Temperaturgradient, den man beson-
ders auf den Wärmebildern sieht, ist 
der Grund für Strömungen im Wasser: 
Während der Kristallisationsphase (die 
Temperatur liegt bei 0 °C, also unter 
4 °C) strömt das wärmere, dichtere (weil 
näher an 4°C-Grenze) Wasser in der 
Mitte nach unten. Dadurch entsteht ein 
Druck auf die unteren Schichten, die ja 
sowieso weniger dicht (weil weiter von 
4 °C entfernt) sind. Sie steigen an der 
Seite wieder nach oben, wo sie wiederum 
bis 4°C erwärmt werden. Es entsteht ein 
Kreislauf, der langsam die obere Wärme-
schicht abbaut und wärmeres (ca. 4 °C) 
und damit dichteres Wasser nach unten 
befördert, wo es durch die Kühlung des 
Gefrierschranks abgekühlt wird, wor-
aufhin es wieder aufsteigt. Genau diese 
Bewegung wurde auch bei den Tinten-
einspritz-Versuchen festgestellt und lässt 
sich in einem Schema veranschaulichen 
(siehe Abb. 19, Seite 67).

Wie man auch bei den Tinteneinspritz-
Versuchen gesehen hat, sind die Strö-
mungen in heißem Wasser bedeutend 
schneller als in kaltem Wasser, was zu 
folgender Vermutung führt: Im ehe-
mals heißen Wasser fließt das Wasser so 
schnell an den Randbereichen und am 
Boden, also den kühlenden Orten vor-
bei und wieder in die Mitte oder zur 
oberen Wärmeschicht, dass es förmlich 
dem Gefrieren „entkommt“. Somit 
bleibt das Wasser durch die Strömun-
gen und die damit verbundene Wär-
meweitergabe länger flüssig, und kann 
schneller mehr Wasser gleichmäßiger 
kühlen. Anders ausgedrückt, könnte 
man sagen, dass das vorher heiße Wasser 
so lange flüssig bleibt und so lange die 
Wärme gut abführen kann, bis die ganze 
Menge an Wasser gleichzeitig kurz vor 
dem Gefrieren steht. Dann, wenn die 
Energie so niedrig ist, fängt das Wasser 
an zu kristallisieren. Dadurch, dass das 
ganze Wasser knapp vor dem Gefrieren 
steht, dauert es auch nicht lange, bis 
das Wasser komplett durchgefroren ist. 
Die Phase der besseren Wärmeabgabe ist 
sehr lang, während die Phase, in der das 
Wasser schlecht Wärme abgeben kann, 
kürzer ist.

Das kalte Wasser dagegen kann die 
obere Wärmeschicht durch die langsa-
men Strömungen nur sehr schleppend 
abbauen. Es bildet sich schon im flüs-
sigen Zustand praktisch eine Barriere 
zwischen oberer Wärmeschicht und der 
unteren Kältezufuhr. Zudem kann das 
ehemals kalte Wasser nicht so schnell 
strömen, dass es der Kälte am Rand 
und am Boden entkommt. Die Phase, 
in der das gesamte Wasser noch flüssig 
ist und gut Wärme abgeben könnte, ist 
sehr kurz, da das Wasser sehr früh an 
den Rändern und am Boden gefriert. Es 
gibt also einen isolierenden Effekt, der 
wesentlich durch die Luftbläschen, die 
nur im kalten Wasser vorkommen, un-
terstützt wird.

Das erklärt auch, weshalb das Abb. 11 
beim Innen-Außen-Vergleich so aus-
sieht. Die Kurve des innersten Thermo-
fühlers im ursprünglich kälteren Wasser 
knickt genau deswegen so ab, weil das 
äußere Wasser zuerst gefriert und die in-
nen liegenden Schichten isoliert. Ebenso 
erklärt dies das Entstehen einer „Tin-
tensäule“ in einem Wasserkörper. Das 
Wasser, das außen schon gefriert, schiebt 
die Tinte vor sich her und sorgt so für 
diese ungleiche Verteilung der Tinte in 
der Eissäule.

Auf den Filmen sieht man zudem sehr 
gut, dass das heiße wie auch das kalte 
Wasser zuerst einen Ring ausbilden, der 
später nicht mehr als solcher zu erken-
nen ist. Um dies zu verstehen, muss man 
sich noch einmal den Querschnitt vor 
Augen führen. Es gibt in der Mitte der 

Zirkulationen jeweils rechts und links 
am Mittelpunkt der Kreisbewegung ei-
nen Bereich, der keine Strömungen auf-
weist (siehe Abb. 20). Genau in der Mit-
te der Strömungen gibt es einen Bereich, 
um den alle Strömungen herumlaufen, 
in dem sich jedoch gegenseitig aufhe-
ben, sodass ein fast strömungsloser Ort 
entsteht. Wie man aus dem Vergleich 
zwischen gerührtem und ungerührtem 
Wasser ableiten kann, müsste genau die-
ser Ort sehr milchig gefrieren. Das führt 
zu dem beobachteten Ring.

Da ein Querschnitt leider immer nur 
eine zweidimensionale Fläche zeigen 
kann, sieht man nicht, dass es sich bei 
den zwei milchigen Stellen um einen 
Ring handelt, doch wenn man sich den 
Querschnitt wieder als runde Schale vor-
stellt, und sie in Gedanken von oben an-
sieht, dann sieht man einen Ring genau 
in der Mitte zwischen Mittelpunkt und 
Rand der Schale.

Die H- bzw. Dreiecksform, die nach 
der Ringform entstehen, werden durch 
Unregelmäßigkeiten der Strömungen 
verursacht. Die Strömungen kommen 
zwar zeitlich versetzt, aber früher oder 
später immer zum Erliegen. Ab diesem 
Zeitpunkt gefriert das Wasser milchig. 
Das bedeutet, dass das außen liegende, 
klare Eis zu einer Zeit gefroren ist, in der 
es noch Strömungen gab, der gesamte 
Wasserkörper also noch flüssig war. Man 
sieht also, dass das innen liegende und 
bei fast allen abfotografierten Eisproben 
milchig gefrorene Eis, erst da gefroren ist, 
als die Strömungen durch das Gefrieren 

Abb. 20: Schematische Darstellung der Strömungen.

Milchig = Ort ohne Strömungen
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an anderen Stellen zum Erliegen kamen. 
Das bedeutet im Umkehrschluss, dass 
man im Nachhinein durch das Ansehen 
der Eisproben darauf schließen kann, ob 
es zum Zeitpunkt des Gefrierens noch 
Strömungen gab oder ob diese schon 
zum Stehen gekommen waren.

Ursprünglich heißes Wasser gefriert also 
schneller als ursprünglich kaltes, weil

• �es in warmem Wasser schnellere Strö-
mungen gibt, die die Wärme besser 
abgeben und verteilen können und so-
mit für eine gleichmäßigere Tempera-
tur führen, bevor das heiße Wasser „in 
einem Rutsch“ gefriert und es keinen 
isolierenden Effekt gibt.

• �ehemals heißes Wasser keine Luftein-
schlüsse bildet wie kaltes Wasser.

7 Zusammenfassung und Ausblick
Der Mpemba-Effekt, welcher For-
schungsgegenstand der vorliegenden 
Arbeit ist, ist ein kompliziertes Thema, 
das auf den ersten Blick viele Möglich-
keiten zur Erklärung zulässt. Auch ich 
habe viele verschiedene Möglichkeiten 
in Betracht gezogen, von denen sich 
jedoch die meisten als widersprüchlich 
zur Realität darstellen.

Zusammenfassend kann man sagen, 
dass der Mpemba-Effekt keine Folge 
von Unregelmäßigkeiten im Gefrier-
schrank ist, aber auch nicht von Salzen 
herrührt. Auch eine Unterkühlung ist 

eher unwahrscheinlich, denn die Wahr-
scheinlichkeit dafür, dass die Bedin-
gungen für eine nennenswert messbare 
Unterkühlung vorhanden sind, ist eher 
klein. Ein wichtiger Punkt ist, dass der 
Mpemba-Effekt auch nicht von einer 
größeren Verdunstung des heißen Was-
sers her rühren kann. Dafür spricht, 
dass heißes Wasser auch schneller gefrie-
ren kann, selbst wenn beide Gefäße von 
Deckeln verschlossen sind.

Was meiner Meinung nach die Ursache 
für den Mpemba-Effekt bildet, kann 
man in zwei Felder aufteilen: Zum einen 
kann heißes Wasser wesentlich mehr 
Luft binden. Dies führt nicht dazu, dass 
das kalte Wasser einen wesentlich ande-
ren Gefrierpunkt hat, aber es führt dazu, 
dass die Luftblasen im kalten Wasser ei-
nen isolierenden Effekt haben, welcher 
im heißen Wasser durch die Ausgasung 
nicht mehr vorhanden ist.

Zum anderen gibt es im heißen Wasser 
Effekte, die zu einer besseren Wärme-
abgabe und Verteilung führen. Dies be-
ruht im Wesentlichen darauf, dass es im 
heißen Wasser deutlich schnellere Strö-
mungen gibt, die das Wasser flüssig hal-
ten, weil sie die Wärme besser verteilen 
und nach außen transportieren. Diese 
Erklärung kann durch viele andere Be-
obachtungen bestätigt werden, wie z.B., 
dass man auch an der Wärmeverteilung 
die postulierten Strömungen erkennen 
kann. Dass der Mpemba-Effekt nicht 
endgültig durch eine einzige praktische 

Arbeit erklärt werden kann, ist klar, 
jedoch bietet die im Bericht aufgestell-
te Theorie eine Anschaulichkeit, die 
vielleicht in der Zukunft von anderen 
Wissenschaftlern belegt oder widerlegt 
werden kann.
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Entgegen der Erwartung handelt das Buch 
nicht von der berühmten Formel skalarer 
Größen E = m ∙ c² aus der speziellen Re-
lativitätstheorie. Im Mittelpunkt steht 
die ebenso einfache, aber mathematisch 
ungleich anspruchsvollere Tensorenglei-
chung Gμν = κ · Tμν aus der allgemeinen 
Relativitätstheorie. Tensoren werden in der 
Mathematik zur Beschreibung nichteukli-
discher Räume benutzt, die sich bei mehr 
als zwei Dimensionen mit ihrer Krümmung 
unserem Anschauungsvermögen vollständig 
entziehen. Das Buch verzichtet darauf mit 
Tensoren zu rechnen, beschreibt vielmehr 
die historische Entwicklung jener physika-
lischer Fragestellungen, für die Einstein mit 
seinem "Jahrhundertwerk" Antworten fand, 
die bis heute gültig sind. Als es ihm mit sei-
ner neuen Theorie erstmals in der Geschich-
te gelang, die Beobachtungsergebnisse bei 
der Umlaufbahn des Merkur um die Son-
ne fehlerfrei zu berechnen, hatte diese ihre 
erste Bewährungsprobe bestanden. Mit der 
Gravitationstheorie von Newton war Ver-
gleichbares nicht möglich gewesen. In den 
beiden ersten Kapiteln werden die beiden 
wesentlichen Grundlagen der allg. Relati-
vitätstheorie vorgestellt: die spezielle Re-

lativitätstheorie als Geschichte von Raum 
und Zeit und die Geschichte der nicht-
euklidischen Geometrie vor Einstein. In 
den nächsten beiden Kapiteln werden 
Einsteins Denkwege bis zur Veröffentli-
chung seiner allgemeinen Relativitätsthe-
orie und die grundlegenden Inhalte seiner 
Arbeit zur Feldgleichung Gμν = κ · Tμν der 
Gravitation erläutert.

Die folgenden Kapitel behandeln die 
beiden von Einstein vorgeschlagenen 
Möglichkeiten für eine empirische Über-
prüfung seiner Theorie: die Lichtablen-
kung am Sonnenrand und die gravitative 
Rotverschiebung bzw. Verlang-
samung der Zeit im Schwerefeld 
eines Himmelskörpers. Seit es zwei 
unabhängigen Beobachtungsmis-
sionen anlässlich der totalen Son-
nenfinsternis im Jahr 1919 gelun-
gen war, die Lichtablenkung wie 
vorhergesagt nachzuweisen, galt 
der Nachweis der Überwindung 
der Gravitationstheorie von New-
ton als vollbracht. Der Nachweis 
der Gravitationsrotverschiebung 
gelang dagegen erst 1960. In den 

letzten Kapiteln werden die Diskussionen 
um Urknall, schwarze Löcher und weitere 
Gravitationseffekte vorgestellt.

Ein Literatur- und Bildverzeichnis samt 
ausführlichem Register, abgerundet durch 
Interviews zum Stand der Forschung von 
Gravitationswellen, Quantengravitation 
und dunkler Energie, vervollständigen 
den überzeugenden Eindruck einer auf 
gute Lesbarkeit konzipierten physikhisto-
rischen Darstellung dieses "Jahrhundert-
werks".

Jens Frommhold

Die Überwindung der Newton‘schen  
Gravitationstheorie
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